
Ëèñòîê 8. Òåîðåìà Ôóáèíè

Àíàëèç, 2 êóðñ, 21.01.2013

Ïîëóêîëüöîì íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà ìíîæåñòâ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:
1) ∅ ∈ S;
2) A,B ∈ S ⇒ A ∩B ∈ S;
3) A,B ∈ S ⇒ A \B = ∪ni=1Ai, Ai ∈ S.

8�1 Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè S1 è S2 � ïîëóêîëüöà, òî ñèñòåìà ìíîæåñòâ S = {A1 × A2 : A1 ∈
S1, A2 ∈ S2} òîæå ïîëóêîëüöî.

8�2 Ïóñòü S1 è S2 � ïîëóêîëüöà, S = S1 × S2, à m1 è m2 � ìåðû íà S1 è S2, ñîîòâåòñòâåííî.
à) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ m = m1 ·m2 ÿâëÿåòñÿ ìåðîé íà S.
á) Ïóñòü m1 è m2 � σ-àääèòèâíû. Äîêàæèòå, ÷òî m � σ-àääèòèâíà íà S.

Ïóñòü (X,Σx, µx) è (Y,Σy, µy) � èçìåðèìûå ïðîñòðàíñòâà ñ σ-êîíå÷íûìè ïîëíûìè ìåðàìè,
Z = X × Y , S = Σx ×Σy. Îïðåäåëèì íà S ôóíêöèþ m(A1 ×A2) = µx(A1)µy(A2), A1 ∈ Σx,
A2 ∈ Σy. ×åðåç µ = µ1 ⊗ µ2 îáîçíà÷èì ëåáåãîâî ïðîäîëæåíèå ìåðû m ñ ïîëóêîëüöà S.
Ñîîòâåòñòâóþùåå èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷èì (X,Σ, µ).
Ïóñòü A ∈ Σ, ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

Ax = {y : (x, y) ∈ A}, Ay = {x : (x, y) ∈ A}.
8�3 Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî µ-èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A âûïîëíåíî

µ(A) =

∫
X

µy(Ax)dµx =

∫
Y

µx(Ay)dµy.

8�4 Ïóñòü Y = R, µy = λ � ìåðà Ëåáåãà, A = {(x, y) : x ∈ M, 0 6 y 6 f(x)}, ãäå M �
µx-èçìåðèìîå ìíîæåñòâî, à f(x) � èíòåãðèðóåìàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå,
÷òî

µ(A) =

∫
M

f(x)dµx.

8�5 (Òåîðåìà Ôóáèíè) Ïóñòü ìåðû µx è µy îïðåäåëåíû íà σ-àëãåáðàõ, σ-àääèòèâíû è ïîëíû.
Ïóñòü, òàêæå,

µ = µ1 ⊗ µ2

è ôóíêöèÿ f(x, y) èíòåãðèðóåìà ïî ìåðå µ íà A ⊂ X × Y . Òîãäà∫
A

f(x, y)dµ =

∫
X

(∫
Ax

f(x, y)dµy

)
dµx =

∫
Y

(∫
Ay

f(x, y)dµx

)
dµy.

8�6 à) Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè f(x, y), íåèíòåãðèðóåìîé íàX×Y , äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóþò
îáà ïîâòîðíûõ èíòåãðàëà∫

X

dµx

∫
Y

f(x, y)dµy,

∫
Y

dµy

∫
X

f(x, y)dµx.

á) Ïðèâåäèòå òàêîé ïðèìåð, åñëè ïîâòîðíûå èíòåãðàëû ðàâíû, íî f(x, y) íåèíòåãðèðóåìà.

8�7 Ïóñòü f(x) è g(x) èíòåãðèðóåìû ïî Ëåáåãó íà R. Äîêàæèòå, ÷òî ñâåðòêà

(f ∗ g)(x) =

∫
R
f(t)g(x− t)dλt

ñóùåñòâóåò è èíòåãðèðóåìà íà R ïî Ëåáåãó äëÿ ïî÷òè âñåõ x.


