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Ìàêñèìàëüíûé áàëë çà ýòîò ëèñòîê âûñòàâëÿåòñÿ ïðè ðåøåíèè èç íåãî ëþáûõ ÑÅÌÈ çàäà÷, ñ ó÷åòîì äåéñòâèÿ çíàêà

& . Êàæäàÿ èç çàäà÷, îòìå÷åííûõ çíàêîì U, ñäàåòñÿ, è, ñîîòâåòñòâåííî, çàñ÷èòûâàåòñÿ, êàê ÎÄÍÀ ÇÀÄÀ×À ïðè

óñëîâèè íàëè÷èÿ ó ñòóäåíòà ÏÈÑÜÌÅÍÍÎÃÎ ðåøåíèÿ âñåõ åå ïóíêòîâ; ïðåïîäàâàòåëü ìîæåò ïî ñâîåìó óñìîòðåíèþ

ïîïðîñèòü îáúÿñíèòü îäèí èëè íåñêîëüêî åå ïóíêòîâ.

7�1 Ëèíåéíûé îïåðàòîð â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä C èìååò åäèíñòâåííûé (ñ òî÷íîñòüþ äî
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè) ñîáñòâåííûé âåêòîð. Äîêàæèòå, ÷òî â ïîäõîäÿùåì áàçèñå ìàòðèöà ýòîãî îïå-
ðàòîðà � æîðäàíîâà êëåòêà.

7�2&U Êàêèì ìîæåò áûòü ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí è æîðäàíîâî ðàçëîæåíèå òàêîãî íèëüïîòåíòíîãî
ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f â R8, ÷òî
à) dimKer f = 2, dimKer f 2 = 4? á) dimKer f = 2, dimKer f 3 = 5? â) dimKer f = 5?
Äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîãî îïåðàòîðà.

7�3 Ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 0 < d1 < d2 <
. . . < dk = n. Íàéòè óñëîâèå, íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë íèëüïîòåíò-
íûé îïåðàòîð f íà n-ìåðíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàñòâå, òàêîé ÷òî dm = dimKer fm.

7�4 à) Ïóñòü ëèíåéíûå îïåðàòîðû f è g â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä C ïåðåñòàíîâî÷íû, ò.å.
fg = gf . Äîêàæèòå, ÷òî ó f è g èìååòñÿ îáùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð.
áxx) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äâà ëèíåéíûå îïåðàòîðà f è g â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä C
òàêîâû, ÷òî rank(fg − gf) ≤ 1, òî ó f è g èìååòñÿ îáùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð.

7�5 Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå òðè ñâîéñòâà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä
C ðàâíîñèëüíû: 1) ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì;
2) êàæäîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäíà æîðäàíîâà êëåòêà;
3) ëþáîé îïåðàòîð, ïåðåñòàíîâî÷íûé ñ f , ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñòåïåíåé f .

7�6 Ïóñòü f íèëüïîòåíòíûé îïåðàòîð â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V ñ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëå-
íîì µf (t) = tk, e1, . . . en � áàçèñ V . Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûáðàòü íåñêîëüêî áàçèñíûõ âåêòîðîâ
ei1 , . . . eis òàê, ÷òî âåêòîðû fk−1(ei1), . . . , f

k−1(eis) îáðàçóþò áàçèñ â Im fk−1, à âñå âåêòîðû fm(eip)
m = 0, 1, . . . , k, p = 1, . . . , s, îáðàçóþò ÷àñòü æîðäàíîâà áàçèñà äëÿ îïåðàòîðà f , îòâå÷àþùåãî æîð-
äàíîâûì êëåòêàì ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè.

7�7 Äîêàæèòå, ÷òî íåíóëåâûå êâàçèìíîãî÷ëåíû P1(t)e
λ1t, . . . , Pn(t)e

λnt ëèíåéíî íåçàâèñèìû, åñëè âñå
λi ðàçëè÷íû.

7�8 Íàéäèòå ìàòðèöó îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå êâàçèìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå
âûøå n ñ ïîêàçàòåëåì λ.

7�9& Âû÷èñëèòå eJt, ãäå J � æîðäàíîâà êëåòêà ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ.

7�10& Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìàòðèöû A è B ïåðåñòàíîâî÷íû, òî eAteBt = e(A+B)t. Ïðèâåäèòå ïðèìåð

äâóõ ìàòðèö A è B òàêèõ, ÷òî eAteBt 6= e(A+B)t. 7�11& Äîêàæèòå, ÷òî det eAt = etrAt.

7�12 à&) Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ôîðìàëüíûå ñòåïåííûå
ðÿäû; îáîçíà÷èì ñòîëáöû ìàòðèöû A ÷åðåç a1, . . . an, òàê ÷òî A = (a1, . . . an). Äîêàæèòå, ÷òî
d
dt
detA = det( d

dt
a1, a2, . . . , an)+det(a1,

d
dt
a2, . . . , an)+det(a1, a2, . . . ,

d
dt
an), è àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå

îòíîñèòåëüíî ñòðîê ìàòðèöû A.

áx) Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìàëüíûå ñòåïåííûå ðÿäû
ϕ1(t), . . . , ϕn(t) ∈ K[[t]] ëèíåéíî çàâèñèìû (êàê ýëåìåíòû
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä K) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà ðàâåí íóëþ îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî:


ϕ1(t) ϕ2(t) · · · ϕn(t)
ϕ′1(t) ϕ′2(t) · · · ϕ′n(t)
· · · · · · · · · · · ·

ϕ
(n−1)
1 (t) ϕ

(n−1)
2 (t) · · · ϕ

(n−1)
n (t)

 .

7�13x Äëÿ êàæäîãî íèëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà N : Cn → Cn ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôèëüòðàöèÿ (ò.
å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ) 0 ⊂ W−m ⊂ W−m+1 ⊂ . . . ⊂ Wm ⊂ Cn, m < n,
òàêàÿ ÷òî N(Wk) ⊂ Wk−2, è N : Wk+1/Wk → W−k/W−k−1 � èçîìîðôèçì ïðè ëþáîì k.


