
Ëèñòîê 9. Ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè è àáñîëþòíî

íåïðåðûâíûå ôóíêöèè

Àíàëèç, 2 êóðñ, 27.01.2013

Äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ T = {a = x0 < x1 < . . . < xn = b} îòðåçêà [a, b] îáîçíà÷èì

VT (f) =
n∑

k=1

|f(xk)− f(xk−1)|.

Âàðèàöèåé ôóíêöèè f íà îòðåçêå [a, b] íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà V (f) = supT VT (f)
(òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü áåð¼òñÿ ïî âñåì ðàçáèåíèÿì îòðåçêà). Åñëè îíà êîíå÷íà, òî
ìû ñêàæåì, ÷òî f(x) � ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà [a, b]. Ìíîæåñòâî âñåõ
ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà ýòîì îòðåçêå áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç V ([a, b]).

9�1 à) Ïóñòü f(x) � ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ íà [a, b]. Äîêàæèòå, ÷òî f(x) ∈ V ([a, b]), è
íàéäèòå å¼ âàðèàöèþ.
á) Ïóñòü f(x) ∈ V ([a, b]). Äîêàæèòå, ÷òî f(x) îãðàíè÷åíà íà [a, b].
â) Ïóñòü f(x) ∈ V ([a, b]) è c ∈ (a, b). Äîêàæèòå, ÷òî f(x) ∈ V ([a, c]), f(x) ∈ V ([c, b]) è
V b
a (f) = V c

a (f) + V b
c (f).

9�2 à) Äîêàæèòå, ÷òî f(x) ∈ V ([a, b]) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà å¼ ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå f(x) = f1(x) − f2(x), ãäå f1(x) è f2(x) � íåóáûâàþùèå ôóíêöèè íà [a, b].
á) Äîêàæèòå, ÷òî f1(x) è f2(x) ìîæíî âûáðàòü ñòðîãî âîçðàñòàþùèìè íà [a, b].

9�3 Ïóñòü f(x) ∈ V ([a, b]). Äîêàæèòå, ÷òî f(x) íåïðåðûâíà íà [a, b] âñþäó, êðîìå íå áîëåå
÷åì ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà òî÷åê, â êîòîðûõ îíà èìååò ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà.

9�4 Ïóñòü f(x) ∈ V ([a, b]). Äîêàæèòå, ÷òî f ′(x) ñóùåñòâóåò ï.â. íà (a, b) è f ′(x) ∈ L((a, b)).

9�5 Ïóñòü f : [a, b] → R. Äîêàæèòå, ÷òî f(x) ∈ V ([a, b]) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ g(x) íà [a, b], ÷òî |f(x)−f(y)| < g(y)− g(x)
äëÿ ëþáîãî îòðåçêà [x, y] ⊆ [a, b].

9�6 Ïóñòü f : [a, b] → R, à ϕ(x) � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà [a, b],
ïðè÷¼ì ϕ(a) = a è ϕ(b) = b. Äîêàæèòå, ÷òî f(x) ∈ V ([a, b]) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà g(x) = f(ϕ(x)) ∈ V ([a, b]).

9�7 à) Ïóñòü f è g èç V ([a, b]). Äîêàæèòå, ÷òî f(x) · g(x) ∈ V ([a, b]) è

V b
a (fg) 6 sup

x∈[a,b]
|g(x)| · V b

a (f) + sup
x∈[a,b]

|f(x)| · V b
a (g).

á) Ïóñòü f, g ∈ V ([a, b]) è |f(x)| > C > 0 ïðè x ∈ [a, b]. Äîêàæèòå, ÷òî g(x)
f(x)
∈ V ([a, b]).

â) Íàéäèòå ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè f(x), g(x) ∈ V ([0, 1]) äëÿ êîòîðûõ f(x)
g(x)

/∈ V ([0, 1]).

9�8 Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ h(f) = supx∈[a,b] |f(x)|+V b
a (f) ÿâëÿåòñÿ íîðìîé íà ïðîñòðàíñòâå

V ([a, b]).



Àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè

×åðåç Ω([a, b]) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ñèñòåì ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ
èíòåðâàëîâ S = {(ak, bk)}nk=1, ïðèíàäëåæàùèõ [a, b]. Äëÿ ñèñòåìû S ∈ Ω([a, b]) ïîëîæèì

Θ(S) =
n∑

k=1

|bk − ak|, ∆(f ;S) =
n∑

k=1

|f(bk)− f(ak)|.

Ôóíêöèÿ f(x) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà [a, b] (f(x) ∈ AC([a, b])), åñëè äëÿ ëþáîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû S ∈ Ω([a, b]) ñ Θ(S) < δ
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ∆(f ;S) < ε.

9�9 Ïóñòü f(x), g(x) ∈ AC([a, b]). Äîêàæèòå, ÷òî à) f(x) · g(x) ∈ AC([a, b]); á) åñëè

g(x) 6= 0 íà [a, b], òî f(x)
g(x)
∈ AC([a, b]).

9�10 Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Ëèïøèöà f ∈ Lip(1, [a, b]),
àáñîëþòíî íåïðåðûâíà.

9�11 à) Ïðèâåäèòå ïðèìåð äèôôåðåíöèðóåìîé ïî÷òè âñþäó ôóíêöèè f(x), äëÿ êîòîðîé

èíòåãðàë
∫ b

a
f ′(x)dx ñóùåñòâóåò, íî

∫ b

a
f ′(x)dx 6= f(b)−f(a). á) Òî æå, íî f(x) äîëæíà

áûòü íåïðåðûâíîé, à èíòåãðàë îò ïðîèçâîäíîé äîëæåí áûòü îòëè÷åí îò íóëÿ.

Ñêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) íà [a, b] îáëàäàåò N-ñâîéñòâîì Ëóçèíà íà ýòîì îòðåçêå,
åñëè äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî îòíîñèòåëüíî êëàññè÷åñêîé ìåðû Ëåáåãà λ ìíîæåñòâà
E ⊂ [a, b] ñ λ(E) = 0 ìíîæåñòâî f(E) èçìåðèìî è λ(f(E)) = 0.

9�12 Ïóñòü f(x) ∈ AC([a, b]). Äîêàæèòå, ÷òî f(x) îáëàäàåò N -ñâîéñòâîì Ëóçèíà íà [a, b].

9�13 Ïóñòü f(x) ∈ C([a, b]). Äîêàæèòå, ÷òî f(E) èçìåðèìî (îòíîñèòåëüíî êëàññè÷åñêîé
ìåðû Ëåáåãà) äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî (â òîì æå ñìûñëå) E ⊂ [a, b] òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà f(x) îáëàäàåò N -ñâîéñòâîì Ëóçèíà íà [a, b].

9�14 (Òåîðåìà Áàíàõà-Çàðåöêîãî.) Ïóñòü f(x) ∈ C([a, b]) ∩ V ([a, b]) è f(x) îáëàäàåò N -
ñâîéñòâîì Ëóçèíà íà [a, b]. Äîêàçàòü, ÷òî f(x) ∈ AC([a, b]).

9�15 Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ F (x) ∈ AC([a, b]). Äîêàæèòå, ÷òî ïî÷òè âñþäó íà (a, b)
ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ F ′(x) = f(x) ∈ L([a, b]) è ÷òî ïðè âñåõ x ∈ [a, b]

F (x) =

∫
[a,x]

fdλ+ F (a).


