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íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÌÌ ÚÁ ÜÔÏÔ ÌÉÓÔÏË ÓÔÁ×ÉÔÓÑ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÉÚ ÎÅÇÏ ÌÀÂÙÈ 7 ÚÁÄÁÞ, Ó ÕÞÅÔÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÚÎÁËÁ & .
÷ ÜÔÏÍ ÌÉÓÔËÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ Ñ×ÎÏ ÎÅ
ÕËÁÚÁÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ.

9¦1 dimV = n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dimV ∗ = n.
9¦2 ðÕÓÔØ U | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V , ' ∈ U∗.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ  ∈ V ∗, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ  ÎÁ U ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó
'. (úÁÄÁÞÁ ÓÏ Ú×ÅÚÄÏÞËÏÊ | ÄÏËÁÖÉÔÅ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÂÅÚ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ Ï ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ V .)

9¦3& äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ U É V | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W , ÔÏ
Ann(U + V ) = AnnU ∩ AnnV .

9¦4 & ðÕÓÔØ U | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V .
a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ U∗ ∼= V ∗=AnnU . b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (V=U)∗ ∼= AnnU .

9¦5 & òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Pn = {P (t) ∈ K[t]; degP ≤ n} ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ
×ÙÛÅ n; ÐÕÓÔØ charK = 0.
a) úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ a ∈ K. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ 'k(P ) = P (k)(a) (ÚÎÁÞÅÎÉÅ k-ÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ×
ÔÏÞËÅ a), k = 0; 1; : : : ; n ÌÉÎÅÊÎÙ É Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ P∗n. îÁÊÄÉÔÅ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × Pn.
b) úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ n + 1 ÒÁÚÌÉÞÎÕÀ ÔÏÞËÕ a1; : : : ; an+1 ∈ K. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ 'k(P ) = P (ak)
(ÚÎÁÞÅÎÉÅ P × ÔÏÞËÅ ak), k = 1; : : : ; n + 1 ÌÉÎÅÊÎÙ É Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ P∗n. îÁÊÄÉÔÅ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ
ÂÁÚÉÓ × Pn.

9¦6 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ '1; : : : ; 'k ∈ V ∗ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ,
ËÏÇÄÁ dim(Ker'1 ∩ : : : ∩Ker'k) = dimV − k, É Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ÅÓÌÉ Ker'1 ∩ : : : ∩Ker'n = {0}.

9¦7 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ';  ∈ V ∗ É Ker' = Ker , ÔÏ ' É  ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ (Ô.Å. ' = � , � ∈ K,
� 6= 0).

9¦8 & ðÕÓÔØ f : V → W | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, e1; : : : en É g1; : : : gm | ÂÁÚÉÓÙ, ÓÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ
× V É W , '1; : : : 'n É  1; : : :  m | Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ, ÓÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ × V ∗ É W ∗. ëÁË Ó×ÑÚÁÎÙ
ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× f É f ∗ : W ∗ → V ∗, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÅ × ÜÔÉÈ ÂÁÚÉÓÁÈ?

9¦9 ðÕÓÔØ f : V → W | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
a) Ann(Ker f) ∼= Im f ∗; b) Ann(Im f) ∼= Ker f ∗.

9¦10 ðÕÓÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ v; w ∈ V ÎÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ
ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ' ∈ V ∗, ÞÔÏ '(w) 6= 0, '(v) = 0.

9¦11 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ' ∈ V ∗, ' 6= 0, ÔÏ Ker' Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ
× V , ÏÔÌÉÞÎÙÍ ÏÔ V , É, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÌÀÂÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × V , ÏÔÌÉÞÎÏÅ
ÏÔ V , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

9¦12 ðÕÓÔØ f | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V , ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞ-
ÎÏÍÅÒÎÙÍ. äÏËÁÖÉÔÅ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Õ æÒÅÄÇÏÌØÍÁ: ÌÉÂÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f(x) = b ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÉ
ÌÀÂÏÊ ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ b ∈ V , ÌÉÂÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f ∗(y) = 0 ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.


