
I Êóðñ. Çàäàíèå ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå �1

Äàòà âûäà÷è 20.02.2013 Ñðîê ñäà÷è 13.03.2013

1. Âû÷èñëèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

a0 = n3, a1 = (n+ 1)3, . . . , ak = (n+ k)3, . . .

Ïðèåìëåìûì ÿâëÿåòñÿ îòâåò â âèäå ñóììû ôèêñèðîâàííîãî (íå çàâèñÿùåãî îò
n) ÷èñëà ñëàãàåìûõ.

2. Äîêàæèòå ñîîòíîøåíèÿ
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3. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an) èìååò âèä
1− s4

1− s3
. Íàéäèòå

ëèíåéíîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà, êîòîðîìó óäîâëå-
òâîðÿþò åå ÷ëåíû, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà n. Íà÷èíàÿ ñ êàêîãî íîìåðà
n ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê çíà÷åíèÿ êâàçèìíîãî÷ëåíà?
Óêàæèòå ýòîò êâàçèìíîãî÷ëåí.

4. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà êàê çíà÷åíèÿ êâàçèìíîãî÷ëåíà n2+(−1)n. Íà-
ïèøèòå äëÿ íåå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ. Êàêîâ íàèìåíüøèé ïîðÿäîê ëèíåéíî-
ãî ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü?

5. Èçâåñòíî, ÷òî ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a0, a1, a2, . . . óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøå-
íèÿì

à) a0 + a1 + . . .+ an + 1 = an+k, a0 = a1 = . . . = ak−1 = 1;

á) 2(na0 + (n− 1)a1 + . . .+ 2an−2 + an−1) + an =
n(n+ 1)

2
, a0 = 0;

â)
n∑

k=1

akan+1−k = an+1, a0 = a1 = 1.

Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Â ñëó÷àå, åñëè ïðîèçâî-
äÿùàÿ ôóíêöèÿ ðàöèîíàëüíà, âûïèøèòå ëèíåéíûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ
íà åå êîýôôèöèåíòû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äîêàæèòå èððàöèîíàëüíîñòü ïðîèç-
âîäÿùåé ôóíêöèè.

ã) Ïîñòðîéòå âûðàæåíèå äëÿ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè á) â âèäå êâàçèìíî-
ãî÷ëåíîâ. Âû÷èñëèòå a99, a100, a101, a102.

6. Ïîñòðîéòå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÷èñåë, ñòîÿùèõ â
k-ì ñíèçó ãîðèçîíòàëüíîì ðÿäó òðåóãîëüíèêà Äèêà. (ñì. Ðèñ.1)
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Ðèñ. 1: Òðåóãîëüíèê Äèêà.
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Ðèñ. 2: Ïóòè Ìîöêèíà.

7. Íåïðåðûâíûå ëîìàíûå, ñîñòàâëåííûå èç âåêòîðîâ (1, 1) è (1,−2), íà÷èíàþùè-
åñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò (0, 0), çàêàí÷èâàþùèåñÿ íà îñè àáñöèññ â òî÷êå (n, 0)
è ëåæàùèå öåëèêîì â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, áóäåì íàçûâàòü êîñûìè ïóòÿìè
Äèêà. Êàê îáû÷íî, àáñöèññà n êîíå÷íîé òî÷êè ïóòè íàçûâàåòñÿ åãî äëèíîé.
Îáîçíà÷èì kn � ÷èñëî êîñûõ ïóòåé Äèêà äëèíû n: k0 = 1, k1 = k2 = 0, k3 = 1,
k4 = k5 = 0, k6 = 3, . . . . Íàéäèòå óðàâíåíèå, çàäàþùåå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ
K(s) =

∑
n≥0 kss

n äëÿ êîñûõ ïóòåé Äèêà.

8. Ïóòè Ìîöêèíà îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê è ïóòè Äèêà, òîëüêî îíè ìîãóò âêëþ-
÷àòü â ñåáÿ ãîðèçîíòàëüíûå âåêòîðû (1, 0) (ñì. Ðèñ.2). Ñðåäè âñåõ ïóòåé Ìîö-
êèíà âûäåëèì ïîäìíîæåñòâî ïóòåé, íå ñîäåðæàùèõ ãîðèçîíòàëüíûõ âåêòîðîâ
â ñàìîì íèæíåì ðÿäó (íàïðèìåð, èç äâóõ ïóòåé, èçîáðàæåííûõ íà Ðèñ.2, ïóòü
à) èñêëþ÷àåòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ). ×èñëà òàêèõ ïóòåé, ñîñòîÿùèõ èç n âåêòîðîâ
îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü µn: µ0 = 1, µ1 = 0, µ2 = 1, µ3 = 1, µ4 = 3, µ5 = 6
è ò.ä.

à) Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

á) Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ îò äâóõ ïåðåìåííûõ, ïåðå÷èñëÿþùóþ
ïóòè â òðåóãîëüíèêå Ìîöêèíà (ñì. Ðèñ.3).

9. Ïîëèìèíî � ýòî îáëàñòü íà êëåò÷àòîé ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííàÿ ïðîñòîé çàìêíó-
òîé ëîìàíîé, èäóùåé ïî ñòîðîíàì êëåòîê. Ïîëèìèíî íàçûâàåòñÿ ñòåêîâûì, åñ-
ëè íèæíèå ãîðèçîíòàëüíûå îòðåçêè åãî ãðàíèöû îáðàçóþò îäèí îòðåçîê (ñì.
ðèñ.4). Íàçîâåì ñòåêîâîå ïîëèìèíî `îäíîãîðáûì', åñëè ëþáàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ
ëèíèÿ ïåðåñåêàåò åãî ãðàíèöó íå áîëåå ÷åì â äâóõ òî÷êàõ èëè îòðåçêàõ (ñì.
ðèñ.5).
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Ðèñ. 3: Òðåóãîëüíèê Ìîöêèíà.

à) Íàéäèòå ÷èñëî îäíîãîðáûõ ñòåêîâûõ ïîëèìèíî ñ ïåðèìåòðîì 2n+ 4.

á)∗ Íàéäèòå îáùåå ÷èñëî ñòåêîâûõ ïîëèìèíî ñ ïåðèìåòðîì 2n+ 4.

10. a) Íà êëåò÷àòîé ïëîñêîñòè íàðèñóåì âñåâîçìîæíûå ïàðû ëîìàíûõ, ñòàðòóþ-
ùèå â íà÷àëå êîîðäèíàò è èäóùèå ïî ñòîðîíàì êëåòîê âïðàâî è ââåðõ â òî÷êó
ñ êîîðäèíàòàìè (m + 1, n + 1). Íàéäèòå ÷èñëî ïàð òàêèõ ëîìàíûõ, êîòîðûå
èìåþò îáùèìè òî÷êàìè ëèøü íà÷àëî (0, 0) è êîíåö (m + 1, n + 1), òî åñòü íå
ïåðåñåêàþòñÿ è íå ñîïðèêàñàþòñÿ ïî ïóòè. Òàêèå ïàðû ëîìàíûõ îãðàíè÷èâàþò
ïàðàëëåëîãðàììíûå ïîëèìèíî ñ ôèêñèðîâàííûìè ëåâûì íèæíèì � (0, 0) � è
ïðàâûì âåðõíèì � (m+ 1, n+ 1) � óãëàìè (ñì. Ðèñ.6).

á)* Íà êëåò÷àòîé ïëîñêîñòè ðèñóþòñÿ âñåâîçìîæíûå íàáîðû èç n íå ïåðåñåêà-
þùèõñÿ è íå ñîïðèêàñàþùèõñÿ äðóã ñ äðóãîì ëîìàíûõ (òàêèõ æå êàê â ïóíêòå
à)), ñòàðòóþùèõ â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè (0, 0), (−1, 1), (−2, 2), . . . ,(1−n, n−1)
è çàêàí÷èâàþùèõñÿ â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè (k, `), (k − 1, `+ 1), (k − 2, `+ 2),
. . . ,(k + 1− n, `+ n− 1). Ïîñòðîéòå âûðàæåíèå äëÿ ÷èñëà òàêèõ íàáîðîâ.

11.∗ Íàéäèòå ôóíêöèþ F (t), áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìóþ íà âåùåñòâåííîé ïðÿ-
ìîé, ðÿä Òåéëîðà êîòîðîé â íóëå èìååò âèä

∞∑
n=0

n! tn .



Ðèñ. 4: Ñòåêîâîå ïîëèìèíî (íå îäíîãîðáîå).

Ðèñ. 5: Îäíîãîðáîå ñòåêîâîå ïîëèìèíî.

0 m+1

0

n+1

Ðèñ. 6: Ïàðàëëåëîãðàììíîå ïîëèìèíî.


