
Ëèñòîê 13. Ôèçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ êðàòíûõ èíòåãðàëîâ

Àíàëèç, 2 êóðñ, 22.04.2013

Âñå âñòðå÷àþùèåñÿ ôèçè÷åñêèå êîíñòàíòû, çíà÷åíèå êîòîðûõ íå óêàçàíî, ñ÷èòàòü ðàâíûìè 1.

13�1 à) Íà ãîðèçîíòàëüíîé êðóãëîé äîùå÷êå {x2 + y2 6 R2} ãîðêîé íàñûïàí ïåñîê òàê ÷òî
âûñîòà ñëîÿ íàä êàæäîé òî÷êîé ðàâíà ïîëîâèíå ðàññòîÿíèÿ äî êðàÿ. Íàéäèòå ìàññó ïåñêà,
ñ÷èòàÿ ïëîòíîñòü ðàâíîé 1.
á) Ïî ïîëóêðóãëîìó æ¼ëîáó ðàäèóñà R (ñå÷åíèå çàäàíî íåðàâåíñòâàìè x2 + z2 6 R2 è
z 6 0) òå÷¼ò òàëàÿ âîäà ñî ñêîðîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëüíîé êîðíþ èç ðàññòîÿíèÿ äî ñòåíêè
æ¼ëîáà, è ñî çíà÷åíèåì v â ñàìîì áûñòðîì ìåñòå. Ñêîëüêî òàëîé âîäû óíîñèò æ¼ëîá çà
ñåêóíäó?

13�2 Íàéäèòå öåíòð ìàññ è òåíçîð ìîìåíòà èíåðöèè ïîëóøàðà â R3, çàäàííîãî íåðàâåíñòâàìè
z > 0 è z2 + y2 + z2 6 R2.

13�3 Íàéäèòå òåíçîðû ìîìåíòà èíåðöèè JA è JS êîëüöà A = {r2 6 x2 + y2 6 R2} â R2 è
ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ S = {r2 6 x2 + y2 + z2 6 R2} â R3 (R > r > 0), à òàêæå ïðåäåëû
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13�4 Ó÷¼íûå-âóëêàíîëîãè óñòàíîâèëè, ÷òî ïëàíåòà Âóëêàí èìååò ïëîòíîñòü, ëèíåéíî çàâèñèìóþ
îò ðàññòîÿíèÿ r îò öåíòðà ïëàíåòû (ρ = a · r + b), òó æå ìàññó M è òîò æå ðàäèóñ R,
÷òî è Çåìëÿ, à òåíçîð ìîìåíòà èíåðöèè ïëàíåòû íà 20% ìåíüøå, ÷åì ó Çåìëè. Íàéäèòå
ïëîòíîñòü Âóëêàíà íà ïîâåðõíîñòè è â öåíòðå ïëàíåòû.

13�5 Ïóñòü g =
∑n

i,j=1 gijxixj � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà â Rn,
e1, . . . , en � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ äëÿ g, à y = (y1, . . . , yn)� êîîðäèíàòû â Rn îòíîñèòåëüíî
áàçèñà e1, . . . , en. Äàëåå, ïóñòü f(x1, . . . , xn) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ â Rn, èíòåãðèðóåìàÿ ïî
Ëåáåãó, à f(y1, . . . , yn) � å¼ âûðàæåíèå â y-êîîðäèíàòàõ. Íàéäèòå âûðàæåíèå èíòåãðàëà∫
Rn f(y) dy1 . . . dyn â x-êîîðäèíàòàõ â òåðìèíàõ ìàòðèöû (gij).

13�6 Ïîëóñôåðà {x2 + y2 + z2 = R2, z > 0} îñâåùåíà ñâåðõó ðàâíîìåðíûì âåðòèêàëüíûì
ñîëíå÷íûì ñâåòîì. Íàéäèòå âûðàæåíèå ïëîòíîñòè èíòåíñèâíîñòè îñâåùåíèÿ â ñôåðè÷åñêèõ
êîîðäèíàòàõ íà ïîëóñôåðå.

13�7 Êóñîê ïðîâîëîêè â ôîðìå ïîëóêðóãà {x2+y2 = R2, y > 0} ïîìåù¼í â òåìïåðàòóðíîå ïîëå
t◦(x, y) = y (òåìïåðàòóðà â ◦C) è ïîãëîùàåò ýíåðãèþ ñ èíòåíñèâíîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëüíîé
òåìïåðàòóðå. Íàéäèòå ñóììàðíóþ ýíåðãèþ, ïîãëîùàåìóþ êóñêîì ïðîâîëîêè.

13�8 Íàéäèòå íàïðÿæåíèå U , èíäóöèðóåìîå ýëåêòè÷åñêèì ïîëåì ~E = (z, x, y), â çàìêíóòîì
êóñêå ïðîâîëîêè γ â ôîðìå, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè ôîðìóëàìè x = R cosϕ, y =
R sinϕ, z = h sinϕ. (Ïðèìå÷àíèå: Íàïðÿæåíèå U � ýòî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî

ðîäà
∫
γ
Ex dx+ Ey dy + Ez dz, ãäå Ex, Ey, Ez � êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîëÿ ~E.)

Ñì. íà îáîðîòå!



Ïîä òåëîì (êàê �òâ¼ðäîå òåëî� â ôèçèêå) ìû áóäåì ïîíèìàòü îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü G â
Rn, îáû÷íî â R3 èëè R2, âìåñòå ñ óêàçàíèåì ôóíêöèè ïëîòíîñòè ρ > 0 â ýòîé îáëàñòè. Åñëè
ïëîòíîñòü íå óêàçûâàåòñÿ, òî ïîäðàçóìåâàåòñÿ ÷òî ρ òîæäåñòâåííî ðàâíî 1. Ìàññà òåëà
åñòü èíòåãðàë m =

∫
G
ρ(x)dx1...dxn, è, çíà÷èò, m =

∫
G
ρ(x, y, z)dxdydz è, ñîîòâåòñòâåííî,

m =
∫
G
ρ(x, y)dxdy â R3 è R2.

Öåíòð ìàññ òåëà � ýòî âåêòîð ~rc ñ êîìïîíåíòàìè

rc,i =
1
m

∫
G
xiρ(x)dx1...dxn.

Òåíçîð ìîìåíòà èíåðöèè òåëà îòíîñèòåëüíî òî÷êè a = (a1, ..., an) � ýòî ìàòðèöà J ñ
êîìïîíåíòàìè

Jij =
∫
G
(xi − ai)(xj − aj)ρ(x)dx1...dxn.

Åñëè òî÷êà a íå óêàçàíà, òî ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ýòî öåíòð ìàññ òåëà. Ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ìàòðèöû J íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè ìîìåíòàìè èíåðöèè òåëà îòíîñèòåëüíî òî÷êè
a, è ãëàâíûìè öåíòðàëüíûìè ìîìåíòàìè èíåðöèè, åñëè a � öåíòð ìàññ.


