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(ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ × ÎÁÒÏÄÎÏÍ ÈÏÚÑÊÓÔ×Å

îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ âÏÊÑÉ{çÅÒ×ÉÎÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×-

ÎÏÊ �ÌÏÝÁÄÉ ÒÁ×ÎÏÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ (ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ ÞÁÓÔÉ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÓÌÏÖÉÔØ

×ÔÏÒÏÊ). ÷ÙÑÓÎÉÍ, ×ÅÒÎÏ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ × ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.

�ÒÅÔØÑ �ÒÏÂÌÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ. ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ËÕÂ É �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒ ÒÁ×ÎÏÇÏ ÏÂßÅÍÁ ÒÁ×ÎÏÓÏ-

ÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ (Ô Å. ÍÏÖÎÏ ÌÉ ËÕÂ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÉËÏ× É ÓÌÏÖÉÔØ ÉÚ ÎÉÈ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ

ÔÅÔÒÁÜÄÒ ÔÏÇÏ ÖÅ ÏÂßÅÍÁ)?

éÎ×ÁÒÉÁÎÔ äÅÎÁ lite. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ �ÒÉÓÔÕ�ÁÔØ Ë ÔÒÅÔØÅÊ �ÒÏÂÌÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ, ÒÅÛÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ

ÚÁÄÁÞÕ: ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË 1× 2 ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ, �Á-

ÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ É ÓÌÏÖÉÔØ ÉÚ ÎÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔ

√
2×

√
2, ÅÓÌÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ ÚÁ�ÒÅÝÁÅÔÓÑ

�Ï×ÏÒÁÞÉ×ÁÔØ?
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.1. ðÕÓÔØ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË P ÉÍÅÅÔ ÓÔÏÒÏÎÙ a É b. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ D(P ) ÜÌÅÍÅÎÔ a ⊗ b ×

ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ R⊗Q R. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:

Á) åÓÌÉ ÏÔÒÅÚÏË ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË P ÎÁ Ä×Á, P

1

É P

2

, ÔÏ D(P ) = D(P

1

) +D(P

2

).

Â) éÎ×ÁÒÉÁÎÔD ÁÄÄÉÔÉ×ÅÎ: ÅÓÌÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË P ÒÁÚÂÉÔ ÎÁ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ P

i

, ÔÏD(P ) =∑
D(P

i

).

×) ðÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË 1×2 ÎÅÌØÚÑ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× É ÓÌÏÖÉÔØ ÉÚ

ÎÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔ

√
2×

√
2. (÷ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ×ÓÅÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÏÓÑÍ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.)

éÎ×ÁÒÉÁÎÔ äÅÎÁ. ðÕÓÔØ P | ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË × R3

(ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ×Ù�ÕËÌÙÊ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ `

i

ÄÌÉÎÙ ÅÇÏ

ÒÅÂÅÒ, Á ÞÅÒÅÚ �

i

×ÅÌÉÞÉÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ Ä×ÕÇÒÁÎÎÙÈ ÕÇÌÏ×. éÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ äÅÎÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ Dehn(P ) :=

∑
`

i

⊗ �

i

�

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R⊗Q (R=Q).
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.2. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË P ÎÁ Ä×Á ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ, P

1

É P

2

, ÔÏ Dehn(P ) = Dehn(P

1

) + Dehn(P

2

).

Â) éÎ×ÁÒÉÁÎÔ äÅÎÁ ÁÄÄÉÔÉ×ÅÎ: ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË P ÒÁÚÂÉÔ ÎÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ P

i

, ÔÏ

Dehn(P ) =

∑
Dehn(P

i

) (ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ äÅÎÁ Õ Ä×ÕÈ ÒÁ×-

ÎÏÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ).
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.3. Á) (íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ þÅÂÙÛ£×Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ osn' | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ os'. þÅÍÕ ÒÁ×ÅÎ

ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ ÅÇÏ ÓÔÁÒÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ?

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÇÏÌ aros 1=3 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ ËÒÁÔÎÙÍ �.
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.4. òÅÛÉÔÅ ÔÒÅÔØÀ �ÒÏÂÌÅÍÕ çÉÌØÂÅÒÔÁ.

éÓÔÏÒÉÞÅÓËÁÑ Ó�ÒÁ×ËÁ. éÎ×ÁÒÉÁÎÔ äÅÎÁ �ÒÉÄÕÍÁÌ ÕÞÅÎÉË çÉÌØÂÅÒÔÁ íÁËÓ äÅÎ (Max Dehn) × ËÏÎ�Å

XIX | ÎÁÞÁÌÅ XX ×ÅËÁ (�Ï ×ÓÅÊ ×ÉÄÉÍÏÓÔÉ, ÔÒÅÔØÑ �ÒÏÂÌÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÂÙÌÁ ÒÅÛÅÎÁ ÅÝÅ ÄÏ ÔÏÇÏ, ËÁË

çÉÌØÂÅÒÔ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ Ó×ÏÊ Ó�ÉÓÏË �ÒÏÂÌÅÍ). þÅÒÅÚ 60 Ó ÌÉÛÎÉÍ ÌÅÔ �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ Û×ÅÊ�ÁÒÓËÉÊ ÍÁÔÅ-

ÍÁÔÉË öÁÎ-ðØÅÒ óÉÄÌÅ (Jean-Pierre Sydler) ÄÏËÁÚÁÌ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ Ä×Á ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ

ÉÍÅÀÔ ÒÁ×ÎÙÅ ÏÂßÅÍÙ É ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ äÅÎÁ, ÔÏ ÏÎÉ ÒÁ×ÎÏÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ.

ðÒÁ×ÉÌÁ ÉÇÒÙ. üÔÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÌÉÓÔÏË. úÁÄÁÞÉ ÉÚ ÎÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÁ×ÁÔØ ÄÏ ÎÁÞÁÌÁ ÓÅÓÓÉÉ. 10 ÂÁÌÌÏ×

ÚÁ ÌÉÓÔÏË ÓÔÁ×ÑÔÓÑ ÚÁ ÒÅÛÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÚÁÄÁÞ; ÜÔÉ ÂÁÌÌÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÏÎÕÓÎÙÍÉ É ÕÞÉÔÙ×ÁÀÔÓÑ × ÉÔÏÇÏ×ÏÊ

Ï�ÅÎËÅ Ó ×ÅÓÏÍ, ÒÁ×ÎÙÍ �ÏÌÏ×ÉÎÅ ×ÅÓÁ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÌÉÓÔËÁ.


