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�ÅÎÚÏÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ

13.1. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ×ÅËÔÏÒÏ× v

i

∈ V

i

ÅÓÔØ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ

�ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V

1

× · · · × V

n

→W ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ ÜÔÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ×ÅËÔÏÒÏ×?

13.2. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U , V , W ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ:

Á) U ⊗ V

∼
=

V ⊗ U ;

Â) (U ⊗ V )⊗W

∼
=

U ⊗ (V ⊗W );

×) (U ⊕ V )⊗W

∼
=

(U ⊕W )⊗ (V ⊕W );

Ç) (U ⊗ V )

∗ ∼
=

U

∗
⊗ V

∗
;

Ä) U

∗
⊗W

∼
=

Hom(U;W );

Å) Hom(Hom(U; V );W )

∼
=

Hom(V; U ⊗W ).

13.3. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ' : V × V → K, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ u; v ∈ V ÕÓÌÏ×ÉÑÍ: Á) '(v; v) = 0; Â) '(u; v) = '(v; u).

13.4. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÔÒÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ' : V × V ×V → K, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ-

ÀÝÉÈ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ u; v; w ∈ V ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:

Á) '(u; v; w) = '(v; u; w) = '(u; w; v); Â) '(u; v; w) = '(v; u; w);

×) '(u; v; w) = '(v; u; w) = '(u; w; w); Ç) '(u; v; v) = '(u; u; v) = 0; Ä

*

) '(u; u; u) = 0;

Å

*

) '(u; v; w) = '(w; v; u); Ö

*

) '(u; v; w) + '(v; w; u) + '(w; u; v) = 0.

13.5. ðÕÓÔØ E ∈ End(V ) | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, Á A ∈ End(W ) | ×ÌÏÖÅÎÉÅ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ,

ÞÔÏ E ⊗ A ∈ End(V ⊗W ) | ×ÌÏÖÅÎÉÅ?

13.6. ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ �ÉËÌÏ×ÏÊ ÔÉ� (Ô.Å. ÎÁÂÏÒ ÒÁÚÍÅÒÏ× ÖÏÒÄÁÎÏ×ÙÈ ËÌÅÔÏË) ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ

ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ, ÅÓÌÉ �ÉËÌÏ×ÏÊ ÔÉ� ÓÁÍÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÒÁ×ÅÎ:

Á) (n); Â) (4; 2); ×) (n; n); Ç

*

) �ÒÏÉÚ×ÏÌÅÎ.

13.7. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ óÅÇÒÅ

P(V
1

)× · · · × P(V
k

) → P(V
1

⊗ · · · ⊗ V

k

);

(v

1

; : : : ; v

k

) 7→ v

1

⊗ · · · ⊗ v

k

;

ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ.

13.8

*

. ðÕÓÔØ � : P
n

× P
m

→ P
N

| ×ÌÏÖÅÎÉÅ óÅÇÒÅ, ÇÄÅ N = mn+m + n.

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Im� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ × P
N

, É ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ.

Â) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÄÅÁÌ I ⊂ K[x

0

; : : : ; x

N

℄, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ×ÓÅÍÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ

ÎÁ P
N

, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÍÉÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ Im� (�ÏÄÕÍÁÊÔÅ, �ÏÞÅÍÕ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ

É ÚÁÞÅÍ ÎÕÖÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÜÔÏÔ ÉÄÅÁÌ �ÒÏÓÔÙÍ? (åÓÌÉ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ

×ÙÚÙ×ÁÅÔ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÞÁÔØ ÓÏ ÓÌÕÞÁÑ m = n = 1).

ðÒÁ×ÉÌÁ ÉÇÒÙ. ï�ÅÎËÁ 10 ÓÔÁ×ÉÔÓÑ ÚÁ ÓÄÁÞÕ 80% ÚÁÄÁÞ ÂÅÚ Ú×£ÚÄÏÞÅË. úÁÄÁÞÉ ÂÅÚ Ú×£ÚÄÏÞÅË, ÓÄÁÎÎÙÅ

�ÏÓÌÅ 7 ÉÀÎÑ, ÚÁÓÞÉÔÙ×ÁÀÔÓÑ Ó �ÏÌÏ×ÉÎÎÙÍ ÂÁÌÌÏÍ.


