
Òåìû êóðñîâûõ ðàáîò

1. Âîêðóã îáðàòíîé çàäà÷è òåîðèè ïîòåíöèàëà (3-4 êóðñ).

Ïðåäìåò òåîðèè ïîòåíöèàëà - ãðàâèòàöèîííûå èëè ýëåêòðè÷åñêèå ïîëÿ, ñîçäà-
âàåìûå òåëàìè. Èõ ïîòåíöèàëû óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà âíå òåëà è
óðàâíåíèþ Ïóàññîíà âíóòðè åãî. Îáðàòíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ôîð-
ìû òåëà ïî ñîçäàâàåìîìó èì ïîëþ èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ïî íàáîðó âåëè÷èí,
êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè ìîìåíòàìè òåëà. Ýòî áîëüøàÿ è ñëîæ-
íàÿ îáëàñòü ñî ìíîæåñòâîì èíòåðåñíûõ ïðèëîæåíèé, èìåþùàÿ ãëóáîêèå ñâÿçè
ñ ôóíäàìåíòàëüíûìè âîïðîñàìè ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Òàê, â äâóõ èçìåðå-
íèÿõ îáðàòíàÿ çàäà÷à òåîðèè ïîòåíöèàëà òåñíî ñâÿçàíà ñ òåîðèåé èíòåãðèðóå-
ìûõ ñèñòåì. Âîçìîæíûå òåìû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî èçó÷åíèÿ/èññëåäîâàíèÿ:
a) èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ è èõ äî-
êàçàòåëüñòâà, á) ÿâíûå ïðèìåðû, êîãäà ðåøåíèå íå åäèíñòâåííî, â) âàðèàöèîí-
íûå ïðèíöèïû â îáîáùåííîé îáðàòíîé çàäà÷å òåðèè ïîòåíöèàëà, ñîîòíîøåíèÿ
âçàèìíîñòè äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ìîìåíòîâ â äâóõ è òðåõ èçìåðåíèÿõ, ã) "èã-
ðóøå÷íûé"(íî ïîó÷èòåëüíûé) ïðèìåð: îáðàòíàÿ çàäà÷à òåîðèè ïîòåíöèàëà â
îäíîì èçìåðåíèè è åå ñâÿçü ñ èíòåãðèðóåìûìè ñèñòåìàìè.

Ëèòåðàòóðà: À.Âàð÷åíêî, Ï.Ýòèíãîô, Ïî÷åìó ãðàíèöà êðóãëîé êàïëè ïðåâðà-
ùàåòñÿ â èíâåðñíûé îáðàç ýëëèïñà, Íàóêà, 1995 è ññûëêè òàì; À.Çàáðîäèí,
Áåçäèñïåðñèîííûé ïðåäåë óðàâíåíèÿ Õèðîòû â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ êîìïëåêñ-
íîãî àíàëèçà, ÒÌÔ 129 (2001) 239-257.

2. Ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ìàòðèö (êîìïëåêñíûå è íîðìàëüíûå ìàòðèöû) è áåòà-
àíñàìáëè (1-4 êóðñ).

Ñ ýòèì ñâÿçàíî ìíîæåñòâî èíòåðåñíûõ çàäà÷; ìû âûäåëèì òðè, ñëåäóþùèõ â
ïîðÿäêå ñëîæíîñòè.

à) Ìåðà íà ìíîãîîáðàçèè êîìïëåêñíûõ è íîðìàëüíûõ ìàòðèö. (Îòâåòû çäåñü
èçâåñòíû, íî èíòåðåñíî íàéòè ðàçëè÷íûå è ïî âîçìîæíîñòè ïðîñòûå ñïî-
ñîáû èõ ïîëó÷åíèÿ èëè õîòÿ áû ïðîäóìàòü ñóùåñòâóþùèå.)

Ìåðà (ôîðìà îáúåìà) íà ìíîãîîáðàçèè êâàäðàòíûõ ìàòðèö ñ ïðîèçâîëü-
íûìè êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè ôàêòîðèçóåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíî-
æèòåëåé, îäèí èç êîòîðûõ çàâèñèò òîëüêî îò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, à
âòîðîé - îò îñòàëüíûõ ("óãëîâûõ") êîîðäèíàò íà ìîãîîîáðàçèè ìàòðèö.
Ïðåäëàãàåòñÿ âûâåñòè ýòîò ôàêò èç ïåðâûõ ïðèíöèïîâ è íàéòè ÿâíûé
âèä ôàêòîðà, çàâèñÿùåãî îò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, à òàêæå èññëåäîâàòü
âîïðîñ î òîì, êàêèå ìàòðè÷íûå èíòåãðàëû (ò.å. èíòåãðàëû ïî ìíîãîîáðà-
çèþ ìàòðèö) äîïóñêàþò ÿâíîå âû÷èñëåíèå.

Ëèòåðàòóðà: M.Mehta, Randommatrices (ïåðåâîä: Ì.Ìåòà, Ñëó÷àéíûå ìàò-
ðèöû, ÌÖÍÌÎ, 2012).

á) Â íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ ìîäåëü íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ ìàò-
ðèö ëþáîãî êîíå÷íîãî ðàçìåðà N äîïóñêàåò àáñîëþòíî ÿâíîå ðåøåíèå.
Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïðåäåë N ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïðåäëàãàåòñÿ
èçó÷èòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ïàðíûå êîððå-
ëÿöèîííûå ôóíêöèè ïëîòíîñòåé íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè â ýòîì ïðåäåëå
è ïîëó÷èòü äëÿ íèõ òî÷íûå è/èëè àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû.
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Ëèòåðàòóðà: M.Mehta, Randommatrices (ïåðåâîä: Ì.Ìåòà, Ñëó÷àéíûå ìàò-
ðèöû, ÌÖÍÌÎ, 2012).
A.Zabrodin, Matrix models and growth processes: from viscous �ows to the
quantum Hall e�ect, hep-th/0412219, in: �Applications of Random Matrices
in Physics�, pp. 261-318, Ed. E.Brezin et al, Springer, 2006.

â) Äâóìåðíûé áåòà-àíñàìáëü (êóëîíîâñêèé ãàç ñ îáðàòíîé òåìïåðàòóðîé β)
ïðè β ̸= 1 (β = 1 ýòî ìîäåëü êîìïëåêñíûõ èëè íîðìàëüíûõ ìàòðèö).

Ýòî ïî-íàñòîÿùåìó ñëîæíàÿ èññëåäîâàòåëüñêàÿ çàäà÷à, â êîòîðîé íå èç-
âåñòíû íå òîëüêî îòâåòû íà íåêîòîðûå ïåðâîî÷åðåäíûå âîïðîñû, íî è ìå-
òîäû ðåøåíèÿ. Ëþáîå, äàæå ìàëîå ïðîäâèæåíèå ìîæåò áûòü èñêëþ÷è-
òåëüíî öåííî äëÿ ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèé (íàïðèìåð, ê êâàíòîâîìó
ýôôåêòó Õîëëà). Äëÿ ëþáèòåëåé ñ÷åòà íà êîìïüþòåðå çäåñü îãðîìíîå
(ïî÷òè íåïàõàííîå) ïîëå äåÿòåëüíîñòè. ×èñëåííûå äàííûå ìîãóò ïîìî÷ü
â óãàäûâàíèè ïðàâèëüíûõ ãèïîòåç î òîì, êàê âåäóò ñåáÿ ñâîáîäíàÿ ýíåð-
ãèÿ, ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà è äðóãèå âåëè÷èíû â çàâèñèìîñòè
îò β.

Ëèòåðàòóðà: P.J.Forrester, Log-Gases and RandomMatrices, London Mathematical
Society Monographs, Princeton University Press.
A.Zabrodin and P.Wiegmann, Large N expansion for the 2D Dyson gas, hep-
th/0601009, J. Phys. A.: Math. Gen. 39 (2006) 8933-8963.

3. Äèíàìèêà ïîëþñîâ ðåøåíèé èåðàðõèè Êàäîìöåâà-Ïåòâèàøâèëè (ÊÏ) (2-4 êóðñ).

Ýòî äàâíèé è èíòåðåñíûé ñþæåò â òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, ñâÿçûâàþ-
ùèé ñïåöèàëüíûå êëàññû ðåøåíèé èíòåãðèðóåìûõ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû ìíîãèõ
÷àñòèö â îäíîì èçìåðåíèè. Â îáùåì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ õîðîøåå çíàíèå ýëëèï-
òè÷åñêèõ ôóíêöèé. Îäíàêî, â âûðîæäåííûõ ñëó÷àÿõ - ðàöèîíàëüíîì è òðèãî-
íîìåòðè÷åñêîì, - âñå íåîáõîäèìûå âû÷èñëåíèÿ ñîâåðøåííî ýëåìåíòàðíû (õîòÿ
èíîãäà è ãðîìîçäêè). Ïðè ýòîì îòâåòû íà íåêîòîðûå âîïðîñû íåèçâåñòíû äàæå
â âûðîæäåííûõ ñëó÷àÿõ. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ èíòåðåñ ê ýòîìó ñþæåòó âîçðîñ â
ñâÿçè ñ îáíàðóæåíèåì íåîæèäàííûõ è åùå ïëîõî ïîíÿòûõ ñâÿçåé ñ êâàíòîâûìè
èíòåãðèðóåìûìè ñèñòåìàìè, êîòîðûå ðåøàþòñÿ ìåòîäîì àíçàöà Áåòå.

Ëèòåðàòóðà: È.Ì.Êðè÷åâåð, Íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ è ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå,
Èòîãè íàóêè è òåõíèêè, ñåð. Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè, ò. 23, 79�136
(1983).
È.Ì. Êðè÷åâåð, Ýëëèïòè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Êàäîìöåâà�Ïåòâèàøâèëè
è èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû ÷àñòèö, Ôóíêö. àíàëèç è åãî ïðèë., 14 (4), 45-54
(1980).
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