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Çàäà÷è äëÿ ïîäãîòîâêè ê çà÷¼òó.

ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè, ÍÈÓ ÂØÝ

Çàäà÷è ðåêîìåíäóåòñÿ ðåøàòü ñàìîñòîÿòåëüíî äëÿ ïîäãîòîâêè ê ýêçàìåíó è îáñóæäàòü ðåøåíèÿ íà

ñåìèíàðàõ.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü f(x) ∈ R[x] � ìíîãî÷ëåí, à A � âåùåñòâåííàÿ 2 × 2-ìàòðèöà ñ
ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λ1 è λ2.
(à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè λ1 6= λ2, òî

f(A) = f(λ1)
A− λ2I
λ1 − λ2

+ f(λ2)
A− λ1I
λ2 − λ1

.

(á) Ïðèäóìàéòå àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëó äëÿ ñëó÷àÿ λ1 = λ2.

Çàäà÷à 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Aut(G) ãðóïïó âñåõ àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû G. Ãðóïïî-
âàÿ îïåðàöèÿ íà Aut � êîìïîçèöèÿ. Ïîñòðîéòå èçîìîðôèçìû:
(à) Aut(Z/nZ) ' (Z/nZ)∗;
(á) Aut(Z/pZ⊕ Z/pZ) ' GL2(Z/pZ) äëÿ ïðîñòîãî p;
(â) Aut(S3) ' S3;
(ã) Aut(Sn) ' Sn ïðè n 6= 6.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, à G = GL2(Z/pZ).
(à) Íàéäèòå íîðìàëüíóþ íåàáåëåâó ïîäãðóïïó â G, îòëè÷íóþ îò G.
(á) Íàéäèòå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 2 â G.
(â) ×åìó ìîæåò áûòü ðàâåí ïîðÿäîê ýëåìåíòà èç G?
(ã) Íàéäèòå ÷èñëî êëàññîâ ñîïðÿæ¼ííîñòè â G.

Çàäà÷à 4. (a) Îáîçíà÷èì ÷åðåç R[A] ïîäêîëüöî â êîëüöå âåùåñòâåííûõ n×n-ìàòðèö,
ïîðîæä¼ííîå ìàòðèöåé A. Ìîæåò ëè R[A] áûòü ïîëåì, åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíî-
ãî÷ëåí ìàòðèöû A ðàâåí
(1) t2 + 2? (2) t2 − 2? (3) t3 + 3? (4) t4 + 4? (4) t4 + 4t2 + 4?
(á) Êàêèå èç îòâåòîâ â ïóíêòå (à) èçìåíÿòñÿ, åñëè R[A] çàìåíèòü íà Q[A]?

Çàäà÷à 5. Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ â ôàêòîðãðóïïå Z3/H, ãäå H ⊂ Z3 � ïîäãðóïïà,
ïîðîæä¼ííàÿ âåêòîðàìè (1, 1, 0), (1, 0, 1) è (0, 1, 1)?

Çàäà÷à 6. Ñóùåñòâóåò ëè öåëî÷èñëåííàÿ 3× 3-ìàòðèöà A, òàêàÿ ÷òî
(a) A3 − 2I = 0? (á) A2 + I = 0? (â) A4 + 4I = 0? (ã) A3 + 2A2 + 3A+ 4I = 0?

Çàäà÷à 7. Ïóñòü F ⊂ C � ìèíèìàëüíîå ïîäïîëå, ñîäåðæàùåå âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà
f(x) ∈ Q[x]. Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü ïîëÿ F êàê âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä Q äëÿ
(à) x2 − 2; (á) x3 − 2; (â) x4 + 4; (ã) x4 + 1; (ä) x4 − 2.

Çàäà÷à 8. Àâòîìîðôèçì ϕ : G → G ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ âíóòðåííèì, åñëè îí
çàäà¼òñÿ ñîïðÿæåíèåì ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòà ãðóïïû, òî åñòü ñóùåñòâóåò h ∈ G, òàêîé
÷òî

ϕ(g) = hgh−1 äëÿ âñåõ g ∈ G.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Int(G) ⊂ Aut(G) ïîäãðóïïó, ñîñòîÿùóþ èç âñåõ âíóòðåííèõ àâòî-
ìîðôèçìîâ.
(à) Äîêàæèòå, ÷òî Int(G) ' G/Z(G), ãäå Z(G) ⊂ G � öåíòð ãðóïïû G.
(á) Äîêàæèòå, ÷òî Int(G) ⊂ Aut(G) � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà.
(â) Ïîñòðîéòå àâòîìîðôèçì ãðóïïû S6, íå ÿâëÿþùèéñÿ âíóòðåííèì.
(ã) Äîêàæèòå, ÷òî Aut(S6)/Int(S6).


