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1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ïðåîáðàçîâàíèè z 7→ 1/z îêðóæíîñòü ïåðåõîäèò â îêðóæíîñòü
èëè ïðÿìóþ, à òàêæå ÷òî ïðÿìàÿ ïåðåõîäèò â îêðóæíîñòü èëè ïðÿìóþ.

2. à) Íàïèñàòü óðàâíåíèå îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òðè (ðàçëè÷íûå) òî÷êè
z1, z2, z3, íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé.

á) Äîêàçàòü, ÷òî ÷åòûðå (ðàçëè÷íûå) òî÷êè z1, z2, z3, z4 ëåæàò íà îäíîé îêðóæ-
íîñòè èëè ïðÿìîé ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ äâîéíîå îòíîøåíèå
(z1 − z2)(z3 − z4)

(z1 − z3)(z2 − z4)
âåùåñòâåííî.

3. Ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèè f(z, z̄), äëÿ êîòîðîé ïðåäåë ïðè z → 0 âäîëü ëþáîé
ïðÿìîé ñóùåñòâóåò è âñå òàêèå ïðåäåëû ðàâíû ìåæäó ñîáîé, íî ïðè ýòîì lim

z→0
f(z, z̄)

íå ñóùåñòâóåò.

4. Ïóñòü f(z) � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé â òî÷êå a.
Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z̄) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå ā.

5. à) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ãîëîìîðôíàÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè ôóíêöèÿ f(z) âåøå-
ñòâåííà (ò.å. ïðèíèìàåò òîëüêî âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ), òî îíà ïîñòîÿííà.

á) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ãîëîìîðôíà â íåêîòîðîé îáëàñòè D, è |f(z)| = 1 âñþäó
â ýòîé îáëàñòè. Äîêàçàòü, ÷òî f(z) ≡ const.

6. Âîññòàíîâèòü ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ f(z), z = x+ iy, ïî çàäàííîé ôóíêöèè

à) Re f(z) = ex(x cos y − y sin y) (ïðè óñëîâèè, ÷òî f(0) = 0),

á) arg f(z) = xy (mod 2π) (ïðè óñëîâèè, ÷òî f(0) = 1).

Âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ F (x, y) íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷å-

ñêîé, åñëè
∂2F

∂x2
+

∂2F

∂y2
= 0.

7. à) Ïóñòü f(z) � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèè Ref è Imf �
ãàðìîíè÷åñêèå.

á) Ïóñòü F (x, y) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ êàêèõ ôóíêöèé G ôóíêöèÿ
G(F (x, y)) òîæå áóäåò ãàðìîíè÷åñêîé?


