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1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
a è èìååò â òî÷êå a ïîëþñ, òî a � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà äëÿ ôóíêöèè ef .

2. Ïóñòü B1 ⊂ B2 � îòêðûòûå êðóãè ñ îáùèì öåíòðîì. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêóþ
ôóíêöèþ, ãîëîìîðôíóþ â êîëüöå B2 \B1, ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó äâóõ
ôóíêöèé, îäíà èç êîòîðûõ ãîëîìîðôíà â B2, à äðóãàÿ â C\B1. Îïèøèòå íåîä-
íîçíà÷íîñòü òàêîãî ðàçëîæåíèÿ.

3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíî è âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò âíåøíîñòü
åäèíè÷íîãî êðóãà |z| > 1 íà íåêîòîðóþ îáëàñòü D ⊂ C è èìååò ðàçëîæåíèå â
ðÿä Ëîðàíà âèäà

f(z) = z +
c1
z
+

c2
z2

+
c3
z3

+ . . .

Äîêàæèòå, ÷òî
∞∑
n=1

n|cn|2 ≤ 1 è óêàæèòå ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ýòîãî íåðàâåí-

ñòâà.

4. Âû÷èñëèòå ñëåäóþùèå èíòåãðàëû, èñïîëüçóÿ âû÷åòû: à)
∫
γ

dz

sin2 z cos z
âäîëü

îêðóæíîñòè γ =
{
z : |z| = 10

}
, ïðîõîäèìîé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, á)∫ ∞

0

sin2 x

x2
dx , â)

∫ 1

0

√
x(1− x) dx , ã)

∫ ∞

0

dx
3
√
x(x+ 1)

, ä)
∫ ∞

0

xα−1 log x

x2 + 1
dx ïðè

0 < α < 1.

5. Ôèêñèðóåì τ ∈ C è α, β ∈ R òàêèå, ÷òî Im τ > 0, 0 ≤ α, β < 1. Äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî n ≥ 1 ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Θ

(n)
α,β öåëûõ ôóíêöèé,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

f(z + 1) = e2πiαf(z) , f(z + τ) = e−πinτ−2πinz−2πiβf(z).

Îíè íàçûâàþòñÿ òåòà-ôóíêöèÿìè ïîðÿäêà n ñ õàðàêòåðèñòèêàìè α, β.

à) Äîêàæèòå, ÷òî dimΘ
(n)
α,β = n.

á) Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî Θ
(n)+
0,0 ⊂ Θ

(n)
0,0 ÷åòíûõ òåòà-ôóíêöèé ñ íóëå-

âûìè õàðàêòåðèñòèêàìè; äîêàæèòå, ÷òî dimΘ
(n)+
0,0 =

1

2
(n+ 2) äëÿ ÷åòíûõ

n è
1

2
(n+ 1) äëÿ íå÷åòíûõ.

6. Ôèêñèðóåì τ ∈ C òàêîå, ÷òî Im τ > 0, è îïðåäåëèì ôóíêöèþ θ1(z|τ) ðÿäîì

θ1(z|τ) = −
∑
k∈Z

eπiτ(k+
1
2
)2+2πi(k+ 1

2
)(z+ 1

2
)

(äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ïèñàòü θ1(z|τ) = θ1(z)).



à) Äîêàæèòå, ÷òî θ1(z) ∈ Θ
(1)
1/2,1/2, ò.å.

θ1(z + 1|τ) = −θ1(z|τ), θ1(z + τ |τ) = −eπiτ−2πizθ1(z|τ).

á) Äîêàæèòå, ÷òî íóëè ôóíêöèè θ1(z) ïðîñòûå è ðàñïîëîæåíû â òî÷êàõ
N +Mτ , N,M ∈ Z.

â) Ïðè êàêèõ ñîîòíîøåíèÿõ íà ïàðàìåòðû ai, bi ∈ C ôóíêöèÿ

f(z) =
θ1(z − a1) θ1(z − a2) . . . θ1(z − am)

θ1(z − b1) θ1(z − b2) . . . θ1(z − bn)

áóäåò äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîé â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè?

ã)∗ Äîêàæèòå òîæäåñòâî

θ1(v + y)θ1(v − y)θ1(z + u)θ1(z − u)− θ1(u+ y)θ1(u− y)θ1(z + v)θ1(z − v)

+ θ1(u+ v)θ1(u− v)θ1(z + y)θ1(z − y) = 0

(Óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî θ1(z + a)θ1(z − a) ∈ Θ
(2)
0,0.)

ä)∗ Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ θ1(z) ðàçëàãàåòñÿ â áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå

θ1(z) = 2q
1
4 sin(πz)

∞∏
n=1

(1− q2n)(1− q2ne2πiz)(1− q2ne−2πiz) ,

ãäå q = eπiτ .
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