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1. Ïóñòü D � ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü, γ ⊂ D � ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ, f � ôóíêöèÿ,
ãîëîìîðôíàÿ â D \ γ è íåïðåðûâíàÿ â D. Äîêàæèòå, ÷òî f ãîëîìîðôíà â D.

2. Ïîñòðîéòå ìåðîìîðôíóþ ôóíêöèþ â C, êîòîðàÿ íå ïðèíèìàåò ðîâíî äâà çíà-
÷åíèÿ a, b ∈ C.

3. Ñóùåñòâóåò ëè êîíôîðìíàÿ áèåêöèÿ f : U → U (U � åäèíè÷íûé êðóã), òàêàÿ,
÷òî f(0) = 1

2
è f(1

2
) = 7

8
?

4. Íàéäèòå âû÷åòû âåòâåé ôóíêöèè exp
(

1
1+

√
z

)
â òî÷êå z = 1.

5. Íàéäèòå ðîä ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ìíîãîçíà÷íîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè:

a) f(z) =
√
(z4 − 1)(z − 1), á) f(z) =

√
z2 − 1

z2 + 1
, â) f(z) = n

√
1− zn.

6. Âû÷èñëèòå ñëåäóþùèå èíòåãðàëû:

à)
∫ ∞

0

xα−1

x+ 1
dx, 0 < α < 1,

á)
∫ 1

0

(
x

1− x

)α dx

1 + x
, −1 < α < 1,

â)
∫ 1

0

4

√
x(1− x)3

(1 + x)3
dx.

7. Ãàììà-ôóíêöèÿ1 Γ(z) îïðåäåëÿåòñÿ ïðè Re z > 0ôîðìóëîé Γ(z) =
∫∞
0 tz−1e−t dt.

à) Äîêàæèòå îñíîâíîå ñâîéñòâî ãàììà-ôóíêöèè Γ(z+1) = z Γ(z) ïðè Re z > 0
è âû÷èñëèòå Γ(n) ïðè n ∈ Z>0.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ Γ(z) ìîæåò áûòü àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæåíà äî
ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè íà C \Z≤0, èìåþùåé â êàæäîé òî÷êå z = −n (n =
0, 1, 2, . . .) ïðîñòîé ïîëþñ ñ âû÷åòîì (−1)n/n!.

â) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèþ 1/Γ(z) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå áåñêîíå÷íîãî
ïðîèçâåäåíèÿ

1

Γ(z)
= zeγz

∞∏
k=1

[(
1 +

z

k

)
e−z/k

]
,

ãäå γ = lim
n→∞

(
1 +

1

2
+

1

3
+ . . . +

1

n
− log n

)
= 0, 5772 . . . � ïîñòîÿííàÿ Ýéëå-

ðà.

1Â ýòîì ãîäó èñïîëíÿåòñÿ 200 ëåò îáîçíà÷åíèþ Γ(z) äëÿ ýòîé ôóíêöèè, ââåäåííîìó Ëåæàíäðîì.



ã) Äîêàæèòå òîæäåñòâî

Γ(z) Γ(1− z) =
π

sinπz
.

Íàéäèòå Γ(n+ 1
2
) ïðè ïðîèçâîëüíîì n ∈ Z.
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