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1. Пусть Bn – числа Бернулли. Докажите, что

z cth z =
∑
n≥0

4nB2n
z2n

(2n)!
, z ctg z =

∑
n≥0

(−4)nB2n
z2n

(2n)!
.

2. Докажите, что

z ctg z = 1− 2
∑
k≥1

z2

k2π2 − z2

3. Определим ζ(s) =
∑

k≥1
1
ks . Выразите значения ζ(2n) через числа

Бернулли. Докажите, что ζ(2) = π2/6. Вычислите ζ(4), ζ(6), ζ(8).

4. Определим тангенциальные числа T2n−1 по формуле tg z =
∑

n≥1 T2n−1
z2n−1

(2n−1)! .
Докажите, что

T2n−1 = (−1)n−1
4n(4n − 1)

2n
B2n.

5. Докажите, что T2n+1 кратно 2n.
6. Докажите, число беспорядков dn является ближайшим целым числом
к n!/e.
7. Докажите, что

dn = ndn−1 + (−1)n, dn = (n− 1)(dn−1 + dn−2).

Найдите эпф чисел dn.
8. Пусть hn – число перестановок мультимножества (1, 1, 2, 2, . . . , n, n),
таких что никакие два последовательных члена перестановки не равны.
Например, h2 = 2 – перестановки (1, 2, 1, 2), (2, 1, 2, 1). Вычислите hn.
9. Пусть µn – последовательность Мёбиуса. Докажите, что

∞∏
n=1

(1− xn)−µn/n = ex.

10. Пусть an равно сумме k-ых степеней всех делителей числа n. Вы-
разите производящую функцию Дирихле последовательности an через
дзета-функцию.
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