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Àííîòàöèÿ. Öåëü ñïåöêóðñà: Çíàêîìñòâî ñ òåîðèåé ãðóïï ïîðîæäåííûõ îòðàæåíèÿìè, ñè-
ñòåìàìè êîðíåé, ñèñòåìàìè Êîêñòåðà è ãðóïïàìè êîñ, à íà èõ ïðèìåðå � ñ ãåîìåòðè÷åñêîé
è êîìáèíàòîðíîé òåîðèåé ãðóïï.

1. Îáùèé îáçîð
Ãðóïïû îòðàæåíèé è ñèñòåìû êîðíåé � îäíà èç ñàìûõ êðàñèâûõ îáëàñòåé ìàòåìàòèêè. Èõ

èçó÷åíèå íà÷àëîñü ñ ðåøåíèÿ çàäà÷è î êëàññèôèêàöèè ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ (�ïëàòî-
íîâûõ òåë�) â ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè n. Îäíîé èç âàæíåéøèõ îáëàñòåé ïðèìåíåíèÿ ãðóïï
îòðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ ãðóïï è àëãåáð Ëè, ãäå îíè ïîÿâëÿþòñÿ â îáëè÷üè ãðóïï Âåéëÿ è
èãðàþò âàæíåéøóþ ðîëü âî âñåõ ÷àñòÿõ ýòîé òåîðèè.

Äðóãàÿ âàæíàÿ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ êîìáèíàòîðèêè ñèñòåì Êîêñòåðà, ñèñòåì êîðíåé è
ãðóïï îòðàæåíèé � ýòî òîïîëîãèÿ. Çäåñü ìû âñòðåòèì ïðîñòîå êîìáèíàòîðíîå îïèñàíèå ãðóïï
êîñ, îáîáùåíèå ãðóïï êîñ äëÿ ëþáîé ñèñòåìû Êîêñòåðà, ýëåìåíòû Ãàðñàéäà è ñâÿçàííóþ ñ íè-
ìè òåîðèþ, à òàêæå ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîå îïèñàíèå ãðóïï êëàññîâ îòîáðàæåíèé â òåðìèíàõ
ãðóïï êîñ è ýëåìåíòîâ Ãàðñàéäà.

Ïðèìå÷àíèå: Êóðñ äîñòóïåí äëÿ ñòóäåíòîâ íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî êóðñà! Â êà÷åñòâå ïðåäâàðè-
òåëüíûõ çíàíèé ïðåäïîëàãàåòñÿ ëèøü �îáû÷íàÿ øêîëüíàÿ� ãåîìåòðèÿ è çíàêîìñòâî ñ ëèíåéíîé
àëãåáðîé.

2. Ñîäåðæàíèå
I. Ãðóïïû îòðàæåíèé.
(1) Îòðàæåíèÿ. Êîðíè. Ïðîñòûå è ïîëîæèòåëüíûå êîðíè.
(2) Ñîïðÿæåííîñòü ðàçëè÷íûõ ñèñòåì ïîëîæèòåëüíûõ è ïðîñòûõ êîðíåé.
(3) Ïðîñòûå îòðàæåíèÿ êàê ñèñòåìà ïîðîæäàþùèõ ãðóïï îòðàæåíèé.
(4) Ôóíêöèÿ äëèíû. Óñëîâèå ñîêðàùåíèÿ è óñëîâèå çàìåíû. Ýëåìåíò ìàêñèìàëüíîé äëè-

íû.
(5) Çàäàíèå ãðóïïû îòðàæåíèé îáðàçóþùèìè è ñîîòíîøåíèÿìè.
(6) Ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû è ìèíèìàëüíûå ïðåäñòàâèòåëè ñìåæíûõ êëàññîâ.
(7) Êàìåðû Âåéëÿ è ôóíäàìåíòàëüíàÿ îáëàñòü.
(8) Ôóíêöèÿ �øèðèíû�. Ðàçëîæåíèå ýëåìåíòà â ìèíèìàëüíîå ïðîèçâåäåíèå îòðàæåíèé (íå

îáÿçàòåëüíî ïðîñòûõ).
(9) Òåîðåìà Âàëüäñïóðæå (Âàëüäøïóðãåðà). Òåîðåìà î íåïîäâèæíîé òî÷êå.

(10) Êëàññèôèêàöèÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ è íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûõ ãðàôîâ
Êîêñòåðà.

(11) Êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèå ñèñòåìû êîðíåé è ãðóïïû Âåéëÿ. Ñõåìû Äûíêèíà. Ðåøåòêè
êîðíåé, êîêîðíåé, âåñîâ è êîâåñîâ.

(12) Ñèñòåìû êîðíåé êëàññè÷åñêèõ ïðîñòûõ àëãåáð Ëè.
(13) Ñèñòåìû êîðíåé èñêëþ÷èòåëüíûõ àëãåáð Ëè.
(14) Ïîëèíîìèàëüíûå èíâàðèàíòû êîíå÷íûõ ãðóïï. Òåîðåìà Ãèëüáåðòà î áàçèñå. Òåîðåìà

Íåòåð.
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(15) Òåîðåìà Øåâàëëå, áàçèñíûå èíâàðèàíòû.
(16) Ïñåâäîîòðàæåíèÿ, êîìïëåêñíûå ãðóïïû îòðàæåíèé. Òåîðåìà Øåïàðäà-Òîääà î ãðóï-

ïàõ ñî ñâîáîäíûìè àëãåáðàìè èíâàðèàíòîâ.
(17) ×óäåñíîå òîæäåñòâî Äå Êîí÷èíè-Ïðî÷åçè. Ôîðìóëà Ñîëîìîíà.
(18) Çíàêîïåðåìåííûå ìíîãî÷ëåíû.
(19) Ýëåìåíò Êîêñòåðà, ÷èñëî Êîêñòåðà.

II. Ãðóïïû Êîêñòåðà.
(1) Áàçèñíûå ïîíÿòèÿ êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ãðóïï. Ñâîáîäíûå ãðóïïû è èõ èõ êîìáèíà-

òîðíûå ñâîéñòâà.
(2) Êîïðåäñòàâëåíèÿ (�çàäàíèÿ�) ãðóïï. Ïðîáëåìû èçîìîðôèçìà, ñëîâ è ñîïðÿæåíèé.
(3) Àáñòðàêòíûå ñèñòåìû Êîêñòåðà è ãðóïïû Êîêñòåðà.
(4) t-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ôóíêöèÿ äëèíû è óñëîâèÿ ñîêðàùåíèÿ è çàìåíû â ãðóïïàõ

Êîêñòåðà.
(5) Ãðóïïû îòðàæåíèé â àôôèííûõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Àëüêîâû. Çàäàíèå

àôôèííûõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ ãðóïï îòðàæåíèé îáðàçóþùèìè è ñîîòíîøåíèÿìè.
(6) Ãåîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Êîêñòåðà. Ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå

âåêòîðû â ãåîìåòðè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè.
(7) Ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ôóíêöèè äëèíû.
(8) Ïðîáëåìà Ãóðâèöà è å¼ ãåîìåòðè÷åñêèé è òîïîëîãè÷åñêèé ñìûñë. Ïðîáëåìà Ãóðâèöà

â îáùèõ ãðóïïàõ Êîêñòåðà.
(9) Íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå áóêâû è ïîäñëîâà ýëåìåíòîâ ãðóïï Êîêñòåðà.
III. Îáîáù¼ííûå ãðóïïû êîñ.
(1) Ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ãðóïïû êîñ.
(2) Ñòàíäàðòíûå îáðàçóþùèå ãðóïïû êîñ è ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íèìè.
(3) Ãðóïïà êîñ äàííîé ñèñòåìû Êîêñòåðà.
(4) ×èñòûå/êðàøåííûå ãðóïïû êîñ. Îáðàçóþùèå è ñîîòíîøåíèÿ â ãðóïïå êðàøåííûõ êîñ.

Ìåòîä Ðàéäåìàéñòåðà�Øðàéåðà.
(5) Ãðóïïû êîñ è êðàøåííûõ êîñ êàê ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà
(6) Ýëåìåíò Ãàðñàéäà è íîðìàëüíàÿ ôîðìà ýëåìåíòà â ãðóïïå êîñ. �Åñòåñòâåííûå� ôàêòî-

ðèçàöèè êâàäðàòíîãî ýëåìåíòà Ãàðñàéäà ∆2.
(7) Sl(2,Z) êàê ôàêòîð ãðóïïû êîñ Br3 ïî ýëåìåíòó ∆4.
(8) Ãðóïïû êëàññîâ îòîáðàæåíèé ïîâåðõíîñòåé. Ñêðó÷èâàíèå Äåíà. Ãðóïïà êîñ êàê ãðóïïà

êëàññîâ îòîáðàæåíèé.
(9) Ãðóïïà êîñ è ãðóïïà êëàññîâ îòîáðàæåíèé äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ. Öåïíîå, ôîíàðíîå

è çâ¼çäíîå ñîîòíîøåíèÿ â ãðóïïå êëàññîâ îòîáðàæåíèé.
(10) Êîïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû êëàññîâ îòîáðàæåíèé. Ñëó÷àé ìàëîãî ðîäà.

3. Ëèòåðàòóðà.
(1) J. Humphreys; Re�ection groups and Coxeter groups, Cambridge University Press, 1990.
(2) Ý. Á. Âèíáåðã, Î. Â. Øâàðöìàí; Äèñêðåòíûå ãðóïïû äâèæåíèé ïðîñòðàíñòâ ïîñòîÿí-

íîé êðèâèçíû, Èòîãè íàóêè è òåõíèêè, ÂÈÍÈÒÈ, Ñîâð. ïðîá. ìàò., Ôóíä. íàïðàâëåíèÿ
- 1988 - òîì 29 (Ãåîìåòðèÿ-2) - ñòð. 147 - 264.

(3) Ý. Á. Âèíáåðã è À. Ë. Îíèùèê; Ñåìèíàð ïî ãðóïàì Ëè è àëãåáðàè÷åñêèì ãðóïïàì. -
Ì.: Íàóêà, 1988.

(4) Í. Áóðáàêè; Ýëåìåíòû ìàòåìàòèêè, Ãðóïïû è àëãåáðû Ëè, Ãëàâû IV-VI, Ì.: Ìèð,
1972.

(5) Ý. Á. Âèíáåðã; Äèñêðåòíûå ãðóïïû, ïîðîæäåííûå îòðàæåíèÿìè, â ïðîñòðàíñòâàõ Ëî-
áà÷åâñêîãî, Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê, Ò. 72/114 (1967), Nî.3.

(6) Ch. Kassel, V. Turaev; Braid Groups, Graduate Texts in Mathematics, 247, Springer, New
York, (2008), 340 p. + xii, ISBN 978-0-387-33841-5.
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(7) À. Á. Ñîñèíñêèé; Óçëû è êîñû, � Ì: ÌÖÍÌÎ, 2001.
Äàëüíåéøàÿ ëèòåðàòóðà áóäåò äàíà â õîäå êóðñà.

4. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ.
Åäèíñòâåííûå íåîáõîäèìûå ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ äëÿ êóðñà � ýòî áàçèñíàÿ ëèíåéíàÿ

àëãåáðà è �îáû÷íàÿ øêîëüíàÿ� ãåîìåòðèÿ, à òàêæå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ìàòåìàòèêè (ìíîæåñòâî,
îòîáðàæåíèå, ãðóïïà, ãîìîìîðôèçì, èòä.) Ìû íàäååìñÿ è ïîñòàðàåìñÿ ÷òîáû ñïåöêóðñ áûë
ïîíÿòåí ìîòèâèðîâàííûì ñòóäåíòàì íà÷èíàÿ ñ 1-ãî êóðñà Ìàòôàêà.

Ïîëåçíû áóäóò ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ãðóïï è àëãåáð Ëè.
Äëÿ ïîíèìàíèÿ âòîðîé ÷àñòè êóðñà æåëàòåëüíû ýëåìåíòàðíûå ñâåäåíèÿ èç òîïîëîãèè: êîñû

è óçëû, ïîâåðõíîñòè, èõ êëàññèôèêàöèÿ, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà.
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