
ÒÅÌÛ ÊÓÐÑÎÂÛÕ ÐÀÁÎÒ

Âàëåíòèíà Àëåêñååâíà Êèðè÷åíêî

1. Òåìû äëÿ 1-2 êóðñà

1.1. Ìíîãîãðàííèêè Íüþòîíà è òåîðåìà Êóøíèðåíêî. Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà
Áåçó î ÷èñëå îáùèõ íóëåé n ìíîãî÷ëåíîâ îò n êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ âåðíà äëÿ
ìíîãî÷ëåíîâ îáùåãî ïîëîæåíèÿ, è âûðàæàåò ÷èñëî íóëåé ÷åðåç ñòåïåíè ìíîãî÷ëå-
íîâ. Òåîðåìà Êóøíèðåíêî îáîáùàåò òåîðåìó Áåçó, è âûðàæàåò ÷èñëî íóëåé ÷åðåç
ìíîãîãðàííèêè Íüþòîíà (�îáîáùeííûå ñòåïåíè�) ìíîãî÷ëåíîâ.
Ëèòåðàòóðà:
• Ìíîãîãðàííèêè è óðàâíåíèÿ, Â.À.Òèìîðèí, À.Ã.Õîâàíñêèé // Ìàòåìàòè÷åñêîå

ïðîñâåùåíèå. Ñåð. 3, 2010. âûï. 14. C. 30�57
• Polynomial equations and convex polytopes, B. Sturmfels // American Mathematical

Monthly, 105 (1998), 907-922

1.2. Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà. Ïî êàæäîé ïåðåñòàíîâêå w íà n ýëåìåíòàõ ìîæíî
îïðåäåëèòü ìíîãî÷ëåí Sw îò n ïåðåìåííûõ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè (ìíîãî÷ëåí
Øóáåðòà). Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà èçíà÷àëüíî âîçíèêëè äëÿ îïèñàíèÿ èñ÷èñëåíèÿ
Øóáåðòà íà ìíîãîîáðàçèè ïîëíûõ ôëàãîâ â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (îáîáùåíèè ãðàñ-
ñìàíèàíà), à çàòåì ñòàëè àêòèâíî èçó÷àòüñÿ êîìáèíàòîðíûìè ìåòîäàìè. Â ÷àñòíî-
ñòè, áûëà ïðèäóìàíà êîìáèíàòîðíàÿ îïåðàöèÿ (ìèòîç), êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò áåç ñî-
êðàùåíèé âûïèñûâàòü âñå ìîíîìû â Sw ïî ìîíîìàì â Swsi , åñëè l(wsi) < l(w). Òåì
ñàìûì, åñòü ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ Øóáåðòà (â ÷àñòíî-
ñòè, èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ íåîòðèöàòåëüíû). Òåìà äëÿ
1-2 êóðñà � òåîðåìà Êèðèëëîâà�Ôîìèíà, äàþùàÿ êîìáèíàòîðíîå îïèñàíèå ìîíîìîâ
â ìíîãî÷ëåíå Øóáåðòà ÷åðåç ïðèâåäeííûå äèàãðàììû (pipe-dreams), ðåàëèçóþøèå
äàííóþ ïåðåñòàíîâêó. Òåìà äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî îáäóìûâàíèÿ � äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû Êèðèëëîâà�Ôîìèíà ÷åðåç ìèòîç. Òåìà äëÿ 2 êóðñà � òåîðåìà Áåðíøòåéíà�
Ãåëüôàíäà�Ãåëüôàíäà è Äåìàçþðà î ïðåäñòàâëåíèè öèêëîâ Øóáåðòà íà ìíîãîîáðà-
çèè ïîëíûõ ôëàãîâ ìíîãî÷ëåíàìè Øóáåðòà. Ó ýòèõ òåì åñòü ïðîäîëæåíèå ñ îòêðû-
òûìè çàäà÷àìè (ñì. (2.1)).
Ëèòåðàòóðà:
• Mitosis recursion for coe�cients of Schubert polynomials, E. Miller // J. Comb.

Theory A, 103 (2003), no. 2, 223-235
• The Yang-Baxter equation, symmetric functions, and Schubert polynomials, A. Kirillov,

S. Fomin // Discrete Mathematics, 153 (1996), 123-143
• Symmetric functions, Schubert polynomials and degeneracy loci, L. Manivel // SMF/AMS

Texts and Monographs 6, 2001; (èìååòñÿ íåîïóáëèêîâàííûé ðóññêèé ïåðåâîä); Î÷åíü
õîðîøî íàïèñàííàÿ êíèãà î êîìáèíàòîðèêå è ãåîìåòðèè ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ, â
÷àñòíîñòè, â ãëàâå 2 ñîäåðæèòñÿ òåîðåìà Êèðèëëîâà�Ôîìèíà ñ äîêàçàòåëüñòâîì.

1.3. Öåïíàÿ äðîáü äëÿ ÷èñëà e. Èíòåðåñíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû öåïíîé äðîáè äëÿ
e (îñíîâàíèÿ íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìà) ïîä÷èíÿþòñÿ ïðîñòîé çàêîíîìåðíîñòè.
Ëèòåðàòóðà:

1

http://www.mccme.ru/free-books/matpros/mpe.pdf
https://www.maa.org/sites/default/files/pdf/upload_library/22/Ford/Sturmfels907-922.pdf
http://arxiv.org/abs/math/0212131
http://en.wikipedia.org/wiki/Continued_fraction#Regular_patterns_in_continued_fractions
http://en.wikipedia.org/wiki/Continued_fraction#Regular_patterns_in_continued_fractions
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• Öåïíûå äðîáè, À.ß.Õèí÷èí // Ì.: Ôèçìàòëèò, 1960
• Gauss's continued fraction // ñòàòüÿ â Âèêèïåäèè
• Continued fraction for e, Todd and Vishal blog

1.4. Ðåøåíèå óðàâíåíèé â ðàäèêàëàõ. Êàê íàéòè ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ êîðíåé
óðàâíåíèé ñòåïåíè 3 è 4? Ïî÷åìó íå ñóùåñòâóåò òàêèõ ôîðìóë äëÿ êîðíåé óðàâíå-
íèé áîëåå âûñîêèõ ñòåïåíåé? Êàêèå ïðàâèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè ìîæíî ïîñòðîèòü
öèðêóëåì è ëèíåéêîé?
Ëèòåðàòóðà:
• Òåîðèÿ Ãàëóà, íàêðûòèÿ è ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè, À.Ã.Õîâàíñêèé // Ì.: ÌÖÍ-

ÌÎ, 2007
• Àðèôìåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ, Ê.Ô.Ãàóññ // Ì.: ÀÍ ÑÑÑÐ, 1959

1.5. Ãðóïïà ìîíîäðîìèè ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè Ãàóññà. Ãèïåðãåî-
ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Ãàóññà 2F1(a, b, c; z) � ñïåöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîé êîìïëåêñ-
íîé ïåðåìåííîé. Ìîæåò áûòü çàäàíà êàê ñóììà (ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî) ðÿäà, êàê
èíòåãðàë èëè êàê ðåøåíèå ôóêñîâà äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿä-
êà ñ òðåìÿ îñîáûìè òî÷êàìè. Ãðóïïó ìîíîäðîìèè ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè
ìîæíî íàéòè ÿâíî (íàïðèìåð, çàäàòü îáðàçóþùèìè è ñîîòíîøåíèÿìè), â ÷àñòíîñòè,
ìîæíî óçíàòü ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ êîìïëåêñíûõ ïàðàìåòðîâ a, b, c îíà ðàçðåøèìà,
êîììóòàòèâíà èëè êîíå÷íà.
Ëèòåðàòóðà:
•Ôóêñîâû äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ãîëîìîðôíûå ðàññëîåíèÿ, A.A.Áîëèáðóõ

// Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2000
• Êóðñ âûñøåé ìàòåìàòèêè (òîì 3, ÷àñòü 2, ãëàâà 5, ïï 95�104), Â.È.Ñìèðíîâ //

Ì.: Íàóêà, 1974
• Âûñøèå òðàíñöåíäåíòíûå ôóíêöèè (òîì 1, ãëàâà 2, ïï 2.1-2.7), Ã.Áåéòìåí, À.Ýðäåéè

// Ì.: Íàóêà, 1965
(âñå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìîæíî íàéòè â ýòèõ

êíèãàõ, íî ñàìîãî ðåøåíèÿ â íèõ íåò)

1.6. Îáîáù¼ííàÿ çàäà÷à ×àïëûãèíà. Ïèëîò ñàìîë¼òà õî÷åò çà ôèêñèðîâàííîå
âðåìÿ îáëåòåòü íàèáîëüøóþ ïëîùàäü. Êàêîâà îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ïîë¼òà äëÿ
äàííîé çàâèñèìîñòè ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè ñàìîë¼òà îò íàïðàâëåíèÿ? Íàïðèìåð, â
óñëîâèÿõ ïîñòîÿííîãî âåòðà, êîòîðûé ñíîñèò ñàìîë¼ò ñ îäíîé è òîé æå ñêîðîñòüþ â
îäíîì è òîì æå íàïðàâëåíèè ïîëó÷àåòñÿ îáû÷íàÿ çàäà÷à ×àïëûãèíà (îïòèìàëüíàÿ
òðàåêòîðèÿ � ýëëèïñ). Â ÷àñòíîñòè, åñëè âåòðà íåò âîâñå, òî ïîëó÷àåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ
èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à (îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ � îêðóæíîñòü). Ïðåäëàãàåòñÿ
íàéòè äðóãèå èíòåðåñíûå ïðèìåðû, â êîòîðûõ îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ìîæåò áûòü
ÿâíî îïèñàíà.
Ëèòåðàòóðà:
• Îáîáù¼ííàÿ çàäà÷à ×àïëûãèíà // ïðåçåíòàöèÿ ñåìèíàðà
• Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, Â.Ì.Àëåêñååâ, Â.Ì.Òèõîìèðîâ, Ñ.Â.Ôîìèí // Ì. :

Ôèçìàòëèò, 2005.
• Ìíîãî ëè ÷åëîâåêó çåìëè íóæíî? Ë.Í.Òîëñòîé

1.7. Ïîëíûå êîíèêè. Ñêîëüêî ãëàäêèõ êîíèê (íà êîìïëåêñíîé ïðîåêòèâíîé ïëîñ-
êîñòè) êàñàåòñÿ ïÿòè äàííûõ êîíèê? Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à èñ÷èñëèòåëüíîé ãåîìåò-
ðèè, ïîñòàâëåííàÿ Øòåéíåðîì è ðåøeííàÿ Øàëåì. Èìååò âàæíîå èñòîðè÷åñêîå çíà-
÷åíèå, òàê êàê ïîèñêè ñòðîãîãî ðåøåíèÿ ñòèìóëèðîâàëè ðàçâèòèå ðàçíûõ îáëàñòåé

http://ilib.mccme.ru/djvu/hinchin-cep-dr.htm
http://en.wikipedia.org/wiki/Gauss's_continued_fraction
http://topologicalmusings.wordpress.com/2008/08/04/continued-fraction-for-e/
http://www.hse.ru/data/2013/03/12/1293542292/Chaplygin.pdf
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àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Òîò æå âîïðîñ ìîæíî çàäàòü äëÿ âåùåñòâåííîé ïðîåê-
òèâíîé ïëîñêîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ãîðàçäî ñëîæíåå, åñòü òîëüêî ÷àñòè÷íûå
ðåçóëüòàòû.
Ëèòåðàòóðà:
• Ïðèíöèïû àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè (òîì 2, ãëàâà 6, ï 1), Ô. Ãðèôôèòñ, Äæ.

Õàððèñ // Ì.: Ìèð, 1982; Ñîäåðæèò êàê ñòðîãîå ðåøåíèå ìåòîäàìè àëãåáðàè÷åñêîé
ãåîìåòðèè, òàê è íåôîðìàëüíîå ýëåìåíòàðíîå ðåøåíèå ìåòîäîì Øàëÿ.

• Chasles's enumerative theory of conics: A historical introduction, S.Kleiman // Studies
in Algebraic Geometry, Mathematical Association of America Studies in Mathematics, 20,
Mathematical Association of America, Washington, DC, 1980, 117-138 (èìååòñÿ ýëåê-
òðîííàÿ âåðñèÿ); Èíòåðåñíûé èñòîðè÷åñêèé î÷åðê î çàäà÷å Øàëÿ è åe âëèÿíèè íà
ðàçâèòèå òåîðèè ïåðåñå÷åíèé.

• Towards relative invariants of real symplectic 4-manifolds, Jean-Yves Welschinger//
Geom. Funct. Anal., 16 (2006), no. 5, 1157�1182; Îöåíêè ñíèçó â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå.

2. Òåìû äëÿ 3-4 êóðñà è ìàãèñòðàòóðû

2.1. Ãåîìåòðè÷åñêèé ìèòîç. Êîìáèíàòîðíûé ìèòîç èçíà÷àëüíî áûë ïðèäóìàí Êíóò-
ñîíîì è Ìèëëåðîì äëÿ ýôôåêòèâíîãî âû÷èñëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ Øóáåðòà (ñì. 1.2).
Çàòåì ïîÿâèëàñü ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ìèòîçà, êàê îïåðàöèè íà ãðàíÿõ ìíî-
ãîãðàííèêà Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà. Â òàêîì âèäå ìèòîç îáîáùàåòñÿ íà áîëåå øèðîêèé
êëàññ ìíîãîãðàííèêîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïðîèçâîëüíûìè ðåäóêòèâíûìè ãðóïïàìè è ãðóï-
ïàìè Êîêñòåðà (ìíîãîãðàííèê Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà ñâÿçàí ñ GLn è Sn). Èíòåðåñíî
èçó÷èòü âîçíèêàþùóþ ïðè ýòîì êîìáèíàòîðèêó è å¼ ïðèëîæåíèÿ ê èñ÷èñëåíèþ Øó-
áåðòà íà ìíîãîîáðàçèÿõ ôëàãîâ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ðåäóêòèâíûõ ãðóïï. Ïîêà ðàçî-
áðàí òîëüêî ñëó÷àé GLn è Sp4.
Ëèòåðàòóðà:
• Mitosis recursion for coe�cients of Schubert polynomials, Ezra Miller // J. Comb.

Theory A, 103 (2003), no. 2, 223-235
• Geometric mitosis, V. Kiritchenko
• Èñ÷èñëåíèå Øóáåðòà è ìíîãîãðàííèêè Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà,
Â.À.Êèðè÷åíêî, Å.Þ.Ñìèðíîâ, Â.À.Òèìîðèí // Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, 67

(2012), âûï. 4 (406), Ñ. 89�128

2.2. Ìíîãîãðàííèêè Íüþòîíà�Îêóíüêîâà ìíîãîîáðàçèé Áîòòà�Ñàìåëüñîíà.

Âûïóêëûå òåëà Íüþòîíà�Îêóíüêîâà � ýòî íîâàÿ áóðíî ðàçâèâàþùàÿñÿ îáëàñòü àë-
ãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, èäåéíî ñâÿçàííàÿ ñ òîðè÷åñêîé ãåîìåòðèåé è òåîðèåé ìíî-
ãîãðàííèêîâ Íüþòîíà. Ïîêà èçâåñòíî î÷åíü ìàëî ÿâíûõ îïèñàíèé òåë Íüþòîíà�
Îêóíüêîâà äëÿ íåòîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Îñîáåííî èíòåðåñíû ñëó÷àè, êîãäà îíè
îêàçûâàþòñÿ ìíîãîãðàííèêàìè. Â êà÷åñòâå òåìû ïðåäëàãàåòñÿ âû÷èñëèòü ìíîãî-
ãðàííèêè Íüþòîíà�Îêóíüêîâà âàæíîãî êëàññà ìíîãîîáðàçèé � ðàçðåøåíèé Áîòòà-
Ñàìåëüñîíà ìíîãîîáðàçèé Øóáåðòà. Èìååòñÿ ãèïîòåçà î òîì, êàê óñòðîåíû ýòè ìíî-
ãîãðàííèêè äëÿ îäíîãî èç åñòåñòâåííûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ íîðìèðîâàíèé. Ãèïîòåçà
ïîäòâåðæäåíà äëÿ ðàçðåøåíèé Áîòòà�Ñàìåëüñîíà ìíîãîáðàçèé ôëàãîâGL3/B è Sp4/B.
Äëÿ äðóãîãî íîðìèðîâàíèÿ èìååòñÿ ñâÿçü ñî ñòðóííûìè ìíîãîãðàííèêàìè Áåðåíøòåéíà�
Çåëåâèíñêîãî�Ëèòòåëüìàííà èç òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé.
Ëèòåðàòóðà:
• Okounkov bodies and toric degenerations, D. Anderson // Math. Ann., 356 (2013),

no. 3, 1183�1202
• Crystal bases and Newton�Okounkov bodies, K. Kaveh

http://www.math.tamu.edu/~sottile/3264/
http://www.math.tamu.edu/~sottile/3264/
http://arxiv.org/abs/math/0502358
http://arxiv.org/abs/math/0212131
http://publications.hse.ru/en/preprints/133611905
http://publications.hse.ru/articles/61116784
http://arxiv.org/abs/1001.4566
http://arxiv.org/abs/1101.1687


4 Âàëåíòèíà Àëåêñååâíà Êèðè÷åíêî

• Divided di�erence operators on convex polytopes, V. Kiritchenko
• Geometric mitosis, V. Kiritchenko
• Multiplicities and Newton polytopes, Andrei Okounkov // Kirillov's seminar on

representation theory, 231-244, Amer. Math. Soc. Transl. Ser. 2, 181, , Amer. Math.
Soc., Providence, RI, 1998.

2.3. Èñ÷èñëåíèå Øóáåðòà. Ñêîëüêî ïðÿìûõ â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåñå-
êàåò ÷åòûðå äàííûå? Ñêîëüêî ïðÿìûõ â R4 ïåðåñåêàåò 6 äàííûõ ïëîñêîñòåé? Íà
ýòè è ìíîãèå äðóãèå âîïðîñû îòâå÷àåò èñ÷èñëåíèå Øóáåðòà. Èñ÷èñëåíèå Øóáåðòà
íà ãðàññìàííèàíå èçó÷åíî ëó÷øå âñåãî. Ñëåäóþùèé ïî ïðîñòîòå ñëó÷àé � äâóøà-
ãîâûå ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ. Ñóùåñòâóåò ìíîãî ðàçíûõ ñïîñîáîâ âû÷èñëÿòü ïðîèç-
âåäåíèÿ öèêëîâ Øóáåðòà íà ãðàññìàííèàíå (òàê íàçûâàåìûå ïðàâèëà Ëèòòëüâóäà�
Ðè÷àðäñîíà). Íåêîòîðûå èç íèõ îáîáùàþòñÿ íà äâóøàãîâûå ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ.
Âîïðîñ îá óíèâåðñàëüíîì ïðàâèëå Ëèòòëüâóäà�Ðè÷àðäñîíà äëÿ âñåõ ìíîãîîáðàçèé
ôëàãîâ (íàïðèìåð, äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ ïîëíûõ ôëàãîâ) ïîêà îòêðûò. Åñòü íåñêîëüêî
ïîäõîäîâ ê ïðàâèëó Ëèòòëüâóäà�Ðè÷àðäñîíà (ñì. íèæå), â òîì ÷èñëå ïîäõîä, èñïîëü-
çóþùèé âûïóêëóþ ãåîìåòðèþ è êîìáèíàòîðèêó ìíîãîãðàííèêà Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà.
Äëÿ ìíîãîîáðàçèé ïîëíûõ ôëàãîâ â C3 è C4 ýòîò ïîäõîä äà¼ò ïîëîæèòåëüíîå ïðàâèëî
Ëèòòëüâóäà�Ðè÷àðäñîíà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n âîïðîñ îòêðûò.
Ëèòåðàòóðà:
• Èñ÷èñëåíèå Øóáåðòà è ìíîãîãðàííèêè Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà,
Â.À.Êèðè÷åíêî, Å.Þ.Ñìèðíîâ, Â.À.Òèìîðèí // Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, 67

(2012), âûï. 4 (406), Ñ. 89�128; Èñ÷èñëåíèå Øóáåðòà íà ìíîãîîáðàçèè ïîëíûõ ôëà-
ãîâ ìîäåëèðóåòñÿ ÷åðåç ïåðåñå÷åíèå ãðàíåé â ìíîãîãðàííèêàõ. Òåì ñàìûì ìîæíî
ïûòàòüñÿ èñïîëüçîâàòü êîìáèíàòîðèêó ìíîãîãðàííèêîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðàâèëà
Ëèòòëüâóäà�Ðè÷àðäñîíà íà ìíîãîîáðàçèè ïîëíûõ ôëàãîâ.

• The honeycomb model of GL(n) tensor products II: Puzzles determine facets of
the Littlewood-Richardson cone, Allen Knutson, Terence Tao, Christopher Woodward//
Journal of the AMS, 17 (2004), 19�48; Ñèììåòðè÷íîå ïðàâèëî Ëèòòëüâóäà�Ðè÷àðäñîíà
÷åðåç ïàççëû. Â ïðèëîæåíèè ê ñòàòüå Âàêèëà (ñì. íèæå) îáñóæäàåòñÿ åãî ñâÿçü ñ
ãåîìåòðè÷åñêèì ïðàâèëîì. Íåäàâíî áûëî ïîëó÷åíî îáîáùåíèå ôîðìóëû ñ ïàççëàìè
íà äâóøàãîâûå ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ.

• Symmetric functions, Schubert polynomials and degeneracy loci, L. Manivel // SMF/AMS
Texts and Monographs 6, 2001 (èìååòñÿ íåîïóáëèêîâàííûé ðóññêèé ïåðåâîä); Î÷åíü
õîðîøî íàïèñàííàÿ êíèãà î êîìáèíàòîðèêå è ãåîìåòðèè ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ, â
÷àñòíîñòè, â ãëàâå 1 � êëàññè÷åñêîå ïðàâèëî Ëèòòëüâóäà-Ðè÷àðäñîíà, â ãëàâå 3
� îñíîâû èñ÷èñëåíèÿ Øóáåðòà íà ìíîãîîáðàçèè ïîëíûõ ôëàãîâ.

• A geometric Littlewood�Richardson rule, Ravi Vakil // Ann. of Math.(2), 164 (2006),
371�421; Ãåîìåòðè÷åñêèé ñïîñîá óìíîæàòü öèêëû Øóáåðòà: ïåðåñå÷åíèå ìíîãîîá-
ðàçèé Øóáåðòà ïîñëåäîâàòåëüíî âûðîæäàåòñÿ â îáúåäèíåíèå ìíîãîîáðàçèé Øóáåð-
òà. Èçâåñòíî îáîáùåíèå íà äâóøàãîâûå ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ, íî îíî èñïîëüçóåò
î÷åíü ñëîæíóþ êîìáèíàòîðèêó.

2.4. Ìíîãîãðàííèêè Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà. Ìíîãîãðàííèêè Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà
âïåðâûå ïîÿâèëèñü â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé, çàòåì èñïîëüçîâàëèñü â àëãåáðàè÷åñêîé
ãåîìåòðèè. Èõ ìîæíî îïðåäåëèòü ýëåìåíòàðíî ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ íåðàâåíñòâ. Ïðî
èõ êîìáèíàòîðèêó ïî÷òè íè÷åãî íåèçâåñòíî. Íàïèðèìåð, ÷èñëî âåðøèí âû÷èñëåíî
òîëüêî â ñàìûõ ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ.
Ëèòåðàòóðà:

http://arxiv.org/abs/1307.7234
http://publications.hse.ru/en/preprints/133611905
http://publications.hse.ru/articles/61116784
http://arxiv.org/abs/math/0107011
http://arxiv.org/abs/math/0107011
http://arxiv.org/abs/1401.1725
http://arxiv.org/abs/1401.1725
http://homepages.math.uic.edu/~coskun/onceagain.pdf
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• Counting vertices in Gelfand-Zetlin polytopes, P. Gusev, V. Kiritchenko, V. Timorin
// J. of Comb. Theory, Series A 120 (2013), 960�969; Ïîñ÷èòàíî ÷èñëî âåðøèí â ÷àñò-
íûõ ñëó÷àÿõ, íàéäåíî óðàâíåíèå íà ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ÷èñëà âåðøèí â îáùåì
ñëó÷àå. Ñôîðìóëèðîâàíû îòêðûòûå çàäà÷è.

http://arxiv.org/abs/1205.6336
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