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Çàäà÷à 1. ßâëÿåòñÿ ëè ñèììåòðè÷åñêèì ìíîãî÷ëåí x3
1+x3

2+x3
3−3x1x2x3 îò òðåõ ïå-

ðåìåííûõ? Åñëè äà, íàéäèòå åãî ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå
ôóíêöèè.
Ðåøåíèå: Äà, ÿâëÿåòñÿ. Íàéä¼ì ïðåäñòàâëåíèå ìåòîäîì íåîïðåäåë¼ííûõ êîýô-

ôèöèåíòîâ:
x3
1 + x3

2 + x3
3 − 3x1x2x3 = as31 + bs1s2 + cs3

(ïî ñîîáðàæåíèÿì ñòåïåíè íèêàêèå äðóãèå ìîíîìû îò s1, s2, s3 âîéòè íå ìîãóò).
Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî (x1, x2, x3) òðîéêè (1, 0, 0), (0, 1,−1) è (1, 1, 1) íàõîäèì, ÷òî a = 1,
b = −3, c = 0, òî åñòü îòâåò s31 − 3s1s2. Â ÷àñòíîñòè, x3

1 + x3
2 + x3

3 − 3x1x2x3 äåëèòñÿ íà
x1 + x2 + x3.
Çàäà÷à 2. Âûðàçèòå äèñêðèìèíàíò ìíîãî÷ëåíà

ax4 + bx2 + c

÷åðåç a, b, c.
Ðåøåíèå: Ïî ôîðìóëå äèñêðèìèíàíòà ïîëó÷àåì

D = a6((x1 − x2)(x1 − x3)(x1 − x4)(x2 − x3)(x2 − x4)(x3 − x4))
2,

ãäå x1, x2, x3, x4 - êîðíè ìíîãî÷ëåíà. Ïóñòü y = x2. Òîãäà y1,2 =
−b±

√
b2−4ac
2a

. Ïîäñòàâëÿÿ
â ôîðìóëó è óïðîùàÿ, ìû ïîëó÷àåì îòâåò D = 16ac(b2 − 4ac)2.
Çàäà÷à 3. Ïóñòü F ⊂ C - ìèíèìàëüíîå ïîäïîëå, ñîäåðæàùåå âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà

x3 − 3x+ 1. Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü ïîëÿ F êàê âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä Q.
Ðåøåíèå: Ïðÿìîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî ìíîãî÷ëåí f = x3−3x+1 íå èìååò

íè öåëûõ, íè ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé, ïîýòîìó íåïðèâîäèì. Ðàññìîòðèì ðàñøèðåíèå
Q[x1], ãäå x1 - êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f . Ïîëå Q[x1] êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä Q
èìååò ðàçìåðíîñòü òðè, òàê êàê ïîðîæäàåòñÿ âåêòîðàìè 1, x1, x

2
1, êîòîðûå ëèíåéíî

íåçàâèñèìû, ïîñêîëüêó x1 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íèêàêîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè ìåíüøå,
÷åì 3 (â ñèëó íåïðèâîäèìîñòè ìíîãî÷ëåíà f). Ïîêàæåì, ÷òî ïîëå Q[x1] ñîäåðæèò è
äâà äðóãèõ êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà f . Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç x2 è x3. Äèñêðèìèíàíò D(f) =
−27− 4(−3)3 = 81. Ñëåäîâàòåëüíî,

(x1 − x2)(x1 − x3)(x2 − x3) = ±9

è (x1 − x2)(x1 − x3)(x2 − x3) ∈ Q[x1]. Ïî ôîðìóëàì Âèåòà:

x1x2x3 = 1 → x2x3 = x−1
1 ∈ Q[x1]

x1 + x2 + x3 = 0 → x2 + x3 ∈ Q[x1].

Çíà÷èò, (x1−x2)(x1−x3) = x2
1− (x2+x3)x1+x2x3 ∈ Q[x1], îòêóäà (x2−x3) = ±9[(x1−

x2)(x1 − x3)]
−1 ∈ Q[x1]. Íî òîãäà è ñóììà, è ðàçíîñòü êîðíåé x2 è x3 îäíîâðåìåííî

ïðèíàäëåæàò Q[x1], à çíà÷èò, îíè ñàìè òîæå.
Çàäà÷à 4. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâî Sn,≤d îäíîðîäíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ

ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå d îò n ïåðåìåííûõ ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïîëå K. Ïî-
ñòðîéòå áàçèñ â Sn,≤d

1



2

Ðåøåíèå: Âûáåðåì â êà÷åñòâå áàçèñà âñåâîçìîæíûå ìíîãî÷ëåíû eα1
1 . . . eαn

n ,
∑

iαi ≤
d, ãäå ei - ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ôóíêöèè. Ïî îñíîâíîé òåîðåìå î ñèììåò-
ðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ âñÿêèé ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå d ìîæíî
åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèòü êàê ìíîãî÷ëåí îò ýëåìåíòàðíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé, òî åñòü êàê ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ìîíîìîâ îò e1,. . . , en ñòåïåíè íå âûøå
d.
Çàäà÷à 5. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S èäåàë â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ Z[x1, . . . , xn], ïîðîæ-

äåííûé âñåìè îäíîðîäíûìè ñèììåòðè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè íåíóëåâîé ñòåïåíè. Äî-
êàæèòå, ÷òî xn

i ∈ S äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , n.
Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí P (x) =

∏n
i=1(x − xi). Òàê êàê 0 = P (xi) =

xn
i +

∑n
1 (−1)isix

n−i
i , òî xn

i = −
∑n

1 (−1)isix
n−i
i ∈ S.


