
Îëèìïèàäà äëÿ ñòóäåíòîâ è âûïóñêíèêîâ âóçîâ � 2014 ã.
Íàïðàâëåíèå ¾Ìàòåìàòèêà¿

Êðèòåðèè. Ïîëíûé áàëë çà êàæäóþ èç çàäà÷ ñîñòàâëÿåò 20 áàëëîâ. Â îáùåé ÷àñòè è
áëîêå �ìàòåìàòèêà� ìû ðóêîâîäñòâîâàëèñü ñëåäóþùèìè êðèòåðèÿìè ïðâåðêè.

+ (100% ïîëíîãî áàëëà.) Ïîëíîå âåðíîå ðåøåíèå ñ ïðàâèëüíûì îòâåòîì.
± (75 % ïîëíîãî áàëëà.) Ïðàâèëüíûé õîä ðåøåíèÿ ñ ëåãêî óñòðàíèìîé îøèáêîé

èëè ïðîáåëîì.
∓ (25% ïîëíîãî áàëëà.) Îøèáî÷íîå èëè íåçàâåðø¼ííîå ðåøåíèå, ñîäåðæàùåå

ïðîäóêòèâíûå èäåè.
− (0% ïîëíîãî áàëëà.) Îøèáî÷íîå ðåøåíèå áåç ñóùåñòâåííûõ ïðîäâèæåíèé â

çàäà÷å.
Äîïîëíèòåëüíûå êðèòåðèè ïî îòäåëüíûì çàäà÷àì óêàçàíû ïîñëå ðåøåíèÿ. Ó÷àñòíè-

êè, íàáðàâøèå 100 áàëëîâ îáúÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíûìè ïîáåäèòåëÿìè; áàëëû, íàáðàííûå
ñâåðõ 100, íå ó÷èòûâàþòñÿ â îêîí÷àòåëüíîì ðåçóëüòàòå.

I. ÎÁÙÀß ×ÀÑÒÜ

1. Ïóñòü âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V íàä ïîëåì R ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ Vn, n ∈ N (íå îáÿçàòåëüíî âëîæåííûõ äðóã â äðóãà).
Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî V ñîäåðæèòñÿ â Vn äëÿ íåêîòî-
ðîãî n.
1. Assume that a vector space V over the �eld R is a union of a sequence of subspaces Vn,
n ∈ N (not necessarily included into each other). Show that any �nite-dimensional subspace
of V is contained in Vn for some n.
Ðåøåíèå. Íàçîâ¼ì èñêëþ÷èòåëüíûì òàêîå êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî U ⊂ V , ÷òî
U ∩ Vn ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì U äëÿ âñåõ n. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî
ðàçìåðíîñòè U , ÷òî òàêèõ ïðîñòðàíñòâ â ðàìêàõ óñëîâèÿ çàäà÷è íå ñóùåñòâóåò.

Åñëè dim(U) = 1, òî U ïîðîæäåíî îäíèì âåêòîðîì u, êîòîðûé ñîäåðæèòñÿ â Vn äëÿ
íåêîòîðîãî n, çíà÷èò è âñ¼ U ñîæåðæèòñÿ â Vn.

Ïóñòü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî âïëîòü äî ðàçìåðíîñòè n è dim(U) = n + 1. Âûáåðåì
ãèïåðïëîñêîñòü H ⊂ U (ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò), íå ñîäåðæàùóþñÿ íè â
êàêîì èç ïîäïðîñòðàíñòâ U ∩ Vn. Îíà ñóùåñòâóåò, òàê êàê ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ãèïåð-
ïëîñêîñòåé � êîíòèíóóì, à êàæäîå èç ñ÷¼òíîãî íàáîðà ïîäïðîñòðàíñòâ U ∩ Vn ñîäåðæèò
íå áîëåå îäíîé ãèïåðïëîñêîñòè (òîëüêî ñàìî ñåáÿ, åñëè îíî � ãèïåðïëîñêîñòü). Òîãäà H
� èñêëþ÷èòåëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n è ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Äðóãîå ðåøåíèå: çàìåòèì, ÷òî èñêëþ÷èòåëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî U � ïîëíîå ìåòðè÷å-
ñêîå ïðîñòðàíñòâî ïî ëþáîé èç íîðì íà U , è ÷òî U ∩ Vn � íèãäå íå ïëîòíûå ìíîæåñòâà.
Òîãäà ïî òåîðåìå Áýðà U íå ìîæåò áûòü èõ îáúåäèíèåíèåì.
Êðèòåðèè.

± (15 áàëëîâ.) Ðåøåíèå â ïðåäïîëîæåíèè î êîíå÷íîìåðíîñòè ñàìîãî V .

2. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ v = (v1, v2, v3) â R3 åãî äèâåðãåíöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ôóíêöèÿ div(v) = ∂v1/∂x1 + ∂v2/∂x2 + ∂v3/∂x3.

Ïóñòü â R3 äàíû ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå v è ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ f . Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ
êàæäîé òî÷êè R3, â êîòîðîé v íå îáðàùàåòñÿ â íîëü, íàéä¼òñÿ òàêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò
â íåêîòîðîé å¼ îêðåñòíîñòè U , ÷òî div(v) = f â U .

Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò ¾Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè¿



2. Recall that for a vector �eld v = (v1, v2, v3) in R3 its divergence is de�ned by div(v) =
∂v1/∂x1 + ∂v2/∂x2 + ∂v3/∂x3.

Suppose we are given a smooth vector �led v and a smooth function f in R3. Show that
for any point in R3, where v does not vanish, there exists a coordinate system in some
neighbourhood of it such that div(v) = f in U .

Ðåøåíèå. Ïî òåîðåìå î âûïðÿìëåíèè ìû ìîæåì äîáèòüñÿ v = (1, 0, 0) â íåêîòîðîé ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò (y1, y2, y3) â îêðåñòíîñòè òî÷êè p, â êîòîðîé v 6= 0. Â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
ìîæåì ñ÷èòàòü p = (0, 0, 0).

Ïîëîæèì x1 = ρ(y1, y2, y3), x2 = y2, x3 = y3 äëÿ ôóíêöèè 3 ïåðåìåííûõ ρ, ó êîòîðîé
ρ(0, 0, 0) = 0, à ∂ρ

∂y1
(0, 0, 0) 6= 0. Òîãäà
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Äèâåðãåíöèÿ v â ñèñòåìå êîîðäèíàò (x1, x2, x3) ðàâíà
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Ïðèðàâíèâàÿ å¼ ê f , ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ ρ:
∂2ρ

∂y2
1

= f(y1, y2, y3)
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.

Ïîñêîëüêó â óðàâíåíèè ó÷àñòâóþò òîëüêî ïðîèçâîäíûå ïî y1, ýòî � îáûêíîâåííîå äèô-
ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, è ìû ìîæåì ïðèìåíèòü òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè, åäèíñòâåí-
íîñòè è ãëàäêîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò ïàðàìåòðîâ (â äàííîì ñëó÷àå y2, y3). Â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷àåì îêðåñòíîñòü I íà÷àëà êîîðäèíàò è ðåøåíèå y1 7→ ρ(y1, y2, y3) íà I ñ
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ρ(0, y2, y3) = 0, ∂ρ

∂y1
(0, y2, y3) = 1, ãëàäêî çàâèñÿùåå îò y2, y3.

Òåì ñàìûì, x1 = ρ(y1, y2, y3), x2 = y2, x3 = y3 � èñêîìàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò.

Êðèòåðèè.
± (15 áàëëîâ.) Îøèáêà â ñîñòàâëåíèè óðàâíåíèÿ íà ôóíêöèþ ρ

+/2 (10 áàëëîâ.) Ïðèñóòñòâóåò èäåÿ âûïðÿìëåíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ.

3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî R > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå n ∈ N, ÷òî ìíîãî÷ëåí

1 + z +
z2

2
+ · · ·+ zn

n!

íå îáðàùàåòñÿ â íîëü â äèñêå |z| < R, z ∈ C.
3. Show that for any R > 0 there exists n ∈ N such that the polynomial

1 + z +
z2

2
+ · · ·+ zn

n!

has no zeroes in the disc |z| < R, z ∈ C.
Ðåøåíèå. Ïîëîæèì

Pn(z) = 1 + z +
z2

2
+ · · ·+ zn

n!
.

Çàìåòèì, ÷òî ÷èëî íóëåé (ñ ó÷¼òíì êðàòíîñòè) Pn â äèñêå |z| < R âûðàæàåòñÿ èíòåãðàëîì

In =
1
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∫
P ′
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dz
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ïî îêðóæíîñòè |z| = R. Ïîñêîëüêó Pn(z) ñõîäèòñÿ ê exp(z) ðàâíîìåðíî íà îêðóæíîñòè
|z| = R, èíòåãðàë In ñõîäèòñÿ ê

1

2πi

∫
exp′(z)

exp(z)
dz = 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, In ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ. Çíà÷èò, In = 0 íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî
n.
Êðèòåðèè.

± (15 áàëëîâ.) Èñïîëüçóåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà ïðè äîêàçàííîé ïîòî-
÷å÷íîé ñõîäèìîñòè.

∓ (5 áàëëîâ.) Ïðèñóòñòâóåò èäåÿ ñâåäåíèÿ çàäà÷è ê îòñóòñòâèþ íóëåé ýêñïîíåíòû.

4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ε, δ > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå N ∈ N, ÷òî äëÿ
n > N âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííûõ
íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ íà åäèíè÷íîé ñôåðå â Rn áîëüøå ε, ìåíüøå δ.
4. Show that for any real numbers ε, δ > 0 there exists N ∈ N such that for n > N the
probability, that the scalar product of two uniformly distributed independent random vectors
on a unit sphere in Rn is greater than ε, is less than δ.
Ðåøåíèå. Â ñèëó ñèììåòðèè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðâûé âåêòîð � ýòî êîîðäèíàòíûé âåê-
òîð (1,0,0,. . . ,0), à âòîðîé ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí ïî ñôåðå. Òåì ñàìûì, çàäà÷à ñâåäåíà
ê ïîèñêó ïëîùàäè ó÷àñòêà n-ìåðíîé ñôåðû, çàäàííîãî óñëîâèåì x1 > ε.

Ýòà ïëîùàäü âûðàæàåòñÿ èíòåãðàëîì, ëåãêî ñâîäÿùèìñÿ ê îäíîìåðíîìó (íà ñàìîì
äåëå, ê çíà÷åíèþ áåòà-ôóíêöèè), êîòîðûé ìîæåò áûòü îöåíåí ñòàíäàðòíûìè ñïîñîáàìè.
Çäåñü æå ïðèâåä¼ì ðåøåíèå, íå òðåáóþùåå âû÷èñëåíèé.

Ïóñòü xi � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ðàâíàÿ i-òîé êîîðäèíàòå âòîðîãî âåêòîðà, à ñîáûòèå Ai

ñîñòîèò â òîì ÷òî xi > ε. Çàìåòèì ÷òî âñå ñîáûòèÿ Ai èìåþò îäíó è òó æå âåðîÿòíîñòü
(ò. ê. ìåðà Ëåáåãà íà ñôåðå èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê êîîðäèíàò).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðîÿòíîñòü A1 íå ìåíüøå δ, òîãäà è ðàâíàÿ åé âåðîÿòíîñòü Ai íå
ìåíüøå δ. Çíà÷èò, ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ âûïîëíÿþòñÿ îäíî-
âðåìåííî õîòÿ áû dnδe ñîáûòèé èç íàáîðà A1, . . . , An. Çíà÷èò ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ∑n

i=1 x2
i > ε2dnδe ÷òî âåäåò ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ðàâåíñòâîì

∑n
i=1 x2

i = 1 ïðè nδ > 1
ε2 òî

åñòü ïðè n > 1
ε2δ

. Çíà÷èò çà èñêîìîå N ìîæíî ïðèíÿòü öåëóþ ÷àñòü 1
ε2δ

.
Êðèòåðèè.

± (15 áàëëîâ.) Çàäà÷à ñâåäåíà ê èíòåãðàëó ïî îòðåçêó, îøèáêà ïðè åãî îöåíêå.
+/2 (10 áàëëîâ.) Çàäà÷à ñâåäåíà ê âû÷èñëåíèþ ïëîùàäè ñåãìåíòà ñôåðû, íî íåò

ñóùåñòâåííûõ ïðîäâèæåíèé â å¼ âû÷èñëåíèè.

II. ÑÏÅÖÈÀËÜÍÀß ×ÀÑÒÜ

Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîèì âûáîðîì ïðîãðàììû ìàãèñòåðñêîé ïîäãîòîâêè
âûáåðèòå è âûïîëíèòå òîëüêî îäèí èç ñëåäóþùèõ áëîêîâ çàäàíèé ñïåöè-
àëüíîé ÷àñòè.

Áëîê 1. ¾Ìàòåìàòèêà¿

1. Ïîñòðîéòå õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X, íå ãîìåîìîðôíîå R, äëÿ êî-
òîðîãî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå R→ X.
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1. Give an example of a Hausdor� topological space X not homeomorphic to R such that
there exists a continuous bijective map R→ X.
Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî R ãîìåîìîðôíî èíòåðâàëó. Â êà÷åñòâå X âîçüì¼ì �çíàê áåñ-
êîíå÷íîñòè� ñ òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàííîé ñ ïëîñêîñòè, è îòîáðàçèì â íåãî èíòåðâàë
ñëåäóþùèì ñïîñîáîì:

Ïðè ýòîì X õàóñäîðôîâî, òî åñòü ó êàæäîé ïàðû ðàçëè÷íûõ òî÷åê åñòè íåïåðåñåêà-
þùèåñÿ îòêðûòûå îêðåñòíîñòè, ïîñêîëüêó ýòî âûïîëíåíî äëÿ ïëîñêîñòè, è îãðàíè÷åíèå
ñîîòâåòñòâóþùèõ îêðåñòíîñòåé íà ïëîñêîñòè îòêðûòû â X ïî îïðåäåëåíèþ èíäóöèðî-
âàííîé òîïîëîãèè.
Êðèòåðèè.

+. (19 áàëëîâ.) Ïðàâèëüíûé ïðèìåð áåç äîêàçàòåëüñòâà õàóñäîðôîâîñòè.

2. Íàéäèòå
a) äâóçíà÷íîå n,
b) òð¼õçíà÷íîå n,
c) ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó äëÿ íàõîæäåíèÿ âñåõ n ∈ N,

äëÿ êîòîðûõ íàéä¼òñÿ òàêîå m ∈ N, 1 < m < n, ÷òî 1+2+· · ·+m = (m+1)+(m+2)+· · ·+n.
2. Find a

a) two-digit integer n,
b) three-digit integer n,
c) a recurrence formula for �nding all n ∈ N

such that there exists m ∈ N with 1 < m < n and 1+2+ · · ·+m = (m+1)+(m+2)+ · · ·+n.
Ðåøåíèå. Ñîñòàâèì óðàâíåíèå íà m è n, ñóììèðóÿ àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ: 2m(m+
1) = n(n+1), ïðåîáðàçîâàâ åãî, ïîëó÷èì 2(2m+1)2−(2n+1)2 = 1, òî åñòü íàì äîñòàòî÷íî
ðåøèòü óðàâíåíèå x2 − 2y2 = −1 (Óðàâíåíèå Ïåëëÿ) â íå÷¼òíûõ ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ
÷èñëàõ. Ïðè ýòîì åñëè (x, y) � öåëîå ðåøåíèå, òî x àâòîìàòè÷åñêè íå÷¼òíî, ïîñêîëüêó
íå÷¼íòà ïðàâàÿ ÷àñòü, à y íå÷¼òíî, ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü ñðàâíèìà ñ −1 ïî ìîäóëþ 4.

Ïóñòü K � êîëüöî ÷èñåë âèäà x + y
√

2, ãäå x è y � öåëûå. Äëÿ r = x + y
√

2 ∈ K
ïîëîæèì N(r) = x2 − 2y2 ∈ Z. Òîãäà N(r) = (x + y

√
2)(x− y

√
2), N(r1r2) = N(r1)N(r2).

Ïîýòîìó ýëåìåíòû K ñ N(r) = 1 îáðàòèìû ïî óìíîæåíèþ, è äëÿ íàõîæäåíèÿ âñåõ
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ N(r) = k äîñòàòî÷íî íàéòè âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ N(r) = 1 è îäíî
ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Ýëåìåíòû ñ N(r) = 1 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé öåëûå òî÷êè ãèïåðáîëû x2 − 2y2 = 1 è
îáðàçóþò ãðóïïó. Ïðàâàÿ âåòâü ãèïåðáîëû � ýëåìåíòû ñ x > 0 îáðàçóåò ïîäãðóïïó,
âíóòðè êîòîðîé óìíîæåíèå íà ýëåìåíòû a + b

√
2 ñ a, b > 0 óâåëè÷èâàåò çíà÷åíèå y,

à ïðè a > 0, b < 0 � óìåíüøàåò. Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî â ïîäãðóïïå íåò ýëåìåíòîâ
êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, è ýëåìåíò ñ ìèíèìàëüíûì ïîëîæèòåëüíûì y å¼ ïîðîæäàåò, òî åñòü
íàøà ïîäãðóïïà èçîìîðôíà Z. ßñíî, ÷òî òàêèì ïîðîæäàþùèì ýëåìåíòîì áóäåò 3+2

√
2,

òàê êàê öåëîãî ðåøåíèÿ ñ y = 1 íåò. Òàêèì îáðàçîì, âñå ðåøåíèÿ x2 − 2y2 = 1 â öåëûõ
ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ ïîëó÷àþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì óìíîæåíèåì 3 + 2

√
2, ÷òî äà¼ò

ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó xl+1 = 3xl +4yl, yl+1 = 3yl +2xl ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x0 = 1,
y0 = 0.

Íàêîíåö, öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x2 − 2y2 = −1 ïîëó÷àþòñÿ óìíî-
æåíèåì ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ñ ìèíèìàëüíûì y íà ýòè æå ýëåìåíòû K, òî åñòü îíè ìîãóò
áûòü ïîëó÷åíû òåìè æå ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x1 = 1,
y1 = 1.
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Îñòàëîñü òîëüêî âñïîìíèòü, ÷òî x = 2n+1, y = 2m+1, ïåðåïèñàòü ýòè æå ñîîòíîøåíèÿ
â âèäå

nk+1 = 3nk + 4mk + 3, mk+1 = 3mk + 2nk + 2, n0 = m0 = 0

è âû÷èñëèòü ïåðâûå 4 ðåøåíèÿ: n1 = 3, m1 = 2; n2 = 20, m2 = 14; n3 = 119, m3 = 84;
n4 = 696, m4 = 492.
Êðèòåðèè. −. (2 áàëëà.) Ñîñòàâëåíî óðàâíåíèå íà m è n.

Áëîê 2. ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà¿

1. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè ðàñïîëîæåí êëèí ìàññû M , íàêëîííàÿ ãðàíü
êîòîðîãî îáðàçóåò óãîë α ñ ãîðèçîíòîì. Íà ïîâåðõíîñòè íàêëîííîé ãðàíè íà âûñîòå
h îò îñíîâàíèÿ êëèíà íàõîäèòñÿ íåáîëüøîå òåëî ìàññû m. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âñÿ
ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ïîêîå. Çàòåì òåëî m íà÷èíàåò ñêîëüçèòü âíèç ïî íàêîëîííîé ãðàíè
êëèíà ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè. Òðåíèå ìåæäó òåëîì è êëèíîì è ìåæäó êëèíîì è
ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ ïðåíåáðåæèìî ìàëî. Îïðåäåëèòå:

à) Ìàêñèìàëüíóþ âûñîòó îòíîñèòåëüíî ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðóþ
ïîäíèìåòñÿ òåëî m ïîñëå óïðóãîãî óäàðà îá ýòó ïîâåðõíîñòü.

á) Ðàññòîÿíèå, êîòîðîå ïðîëåòèò òåëî m ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè óäàðàìè
î ãîðèçîíòàëüíóþ ïîâåðõíîñòü.

Ðåøåíèå. Ïðè ñïóñêå òåëà m êëèí òàêæå ïðèäåò â äâèæåíèå. Ñêîðîñòü åãî áóäåò íà-
ïðàâëåíà âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì v ìîäóëü ñêîðîñòè
êëèíà â ìîìåíò, êîãäà òåëî m äîñòèãíåò åãî îñíîâàíèÿ. Â ýòî æå ìîìåíò ñêîðîñòü ñàìî-
ãî òåëà m îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà áóäåò èìåòü äâå ñîñòàâëÿþùèå �
ãîðèçîíòàëüíóþ ux è âåðòèêàëüíóþ uy. Íàïðàâëåíèå ãîðèçîíòàëüíîé îñè íåïîäâèæíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò âûáåðåì òàê, ÷òîáû êîìïîíåíòà ux áûëà ïîëîæèòåëüíîé: ux > 0.
Ïðè óïðóãîì óäàðå î ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü êîìïîíåíòà uy ïîìåíÿåò çíàê, à êîìïîíåíòà
ux íå èçìåíèòñÿ. Ýòè êîìïîíåíòû ñêîðîñòè è îïðåäåëÿþò èñêîìóþ âûñîòó H ïîäúåìà
òåëà íàä ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ è äàëüíîñòü L ïîëåòà ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè
óäàðàìè î ïîâåðõíîñòü:

H =
u2

y

2g
, L =

2ux|uy|
g

,

ãäå g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ òðåõ íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí v, ux è uy âîñïîëüçóåìñÿ äâóìÿ çàêîíà-

ìè ñîõðàíåíèÿ è êèíåìàòè÷åñêèì óñëîâèåì, îòðàæàþùèì ôàêò ñêîëüæåíèÿ òåëà m ïî
íàêëîííîé ïîâåðõíîñòè êëèíà. Ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ èìåþò âèä:

(1) Çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè (òàê êàê ïðîåêöèè
âíåøíèõ ñèë íà ýòî íàïðàâëåíèå ðàâíû íóëþ):

mux −Mv = 0.

(2) Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè (òàê êàê äèññèïàòèâíûå ñèëû
ïðåíåáðåæèìî ìàëû):

Mv2

2
+

m(u2
x + u2

y)

2
= mgh.

(3) Â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ êëèíîì (â íåé êëèí ïîêîèòñÿ), ñêîðîñòü òåëà m
íàïðàâëåíà ïîä óãëîì α ê ãîðèçîíòó � âäîëü íàêëîííîé ãðàíè êëèíà. Ó÷èòû-
âàÿ çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ñêîðîñòè ïðè ïåðåõîäå â äâèæóùóþñÿ ñèñòåìó îòñ÷åòà,
èìååì:

tg α =
|uy|

ux + v
.
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Ðåøàÿ ïðèâåäåííûå òðè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ïðîìåæóòî÷íûé ðåçóëüòàò

u2
x =

2gh cos2 α

(1 + m
M

)(1 + m
M

sin2 α)
, u2

y =
2gh(1 + m

M
) sin2 α

1 + m
M

sin2 α
, v2 =

2gh cos2 α

(1 + M
m

)(sin2 α + M
m

)
.

Ïîëüçóÿñü ýòèìè ôîðìóëàìè, ïîëó÷àåì òàêèå îòâåòû äëÿ ìàêñèìàëüíîé âûñîòû ïîäúåìà
è äàëüíîñòè ïîëåòà ïîñëå óäàðà î ïëîñêîñòü:

H = h
(1 + m

M
) sin2 α

1 + m
M

sin2 α
, L = h

2 sin 2α

1 + m
M

sin2 α
.

Ïîëåçíî ïðîâåðèòü ýòè îòâåòû â î÷åâèäíûõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ î÷åíü òÿæåëîãî êëèíà
M À m, î÷åíü ëåãêîãî êëèíà m À M è âåðòèêàëüíîãî ïàäåíèÿ α → π

2
.

Êðèòåðèè. ∓ (30% ïîëíîãî áàëëà.)Âåðíî íàïèñàí îäèí èëè äâà çàêîíà ñîõðàíå-
íèÿ ñ ïîíèìàíèåì òîãî, ÷òî ñêîðîñòü òåëà m îòíîñèòåëüíî çåìëè íà ïîäâèæíîì
êëèíå íå íàïðàâëåíà ïîä óãëîì α ê ãîðèçîíòó. Åñëè ðåøåíèå îñíîâàíî íà èñ-
ïîëüçîâàíèè äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé Íüþòîíà: ïðîäåìîíñòðèðîâàíî ïîíèìàíèå
òîãî, ÷òî òåëî m è êëèí M óñêîðÿþòñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ïðîåêöèåé
ñèëû ðåàêöèè ïîâåðõíîñòè êëèíà, êîòîðàÿ íå ðàâíà mg tgα.

+/2 (50% ïîëíîãî áàëëà.) Âåðíî íàïèñàíû çàêîíû ñîõðàíåíèÿ è êèíåìàòè÷åñêîå
óñëîâèå äâèæåíèÿ ïî ïîâåðõíîñòè êëèíà. Ïðè äèíàìè÷åñêîì ñïîñîáå ðåøåíèÿ:
âåðíî íàïèñàíû âñå óðàâíåíèÿ Íüþòîíà íà äâèæåíèå òåëà m è êëèíà M .

± (80% ïîëíîãî áàëëà.) Âåðíî íàéäåíû êîìïîíåíòû ñêîðîñòè òåëà m îòíîñèòåëü-
íî çåìëè.

+ (100% ïîëíîãî áàëëà.) Çàäà÷à ðåøåíà â ïîëíîì îáúåìå � âåðíî íàéäåíû äàëü-
íîñòü ïîëåòà è âûñîòà ïîäúåìà òåëà m.

2. Ïðîâîäÿùåé ñôåðå ñ âíåøíèì ðàäèóñîì R è âíóòðåííèì ðàäèóñîì r ñîîáùåí ýëåê-
òðè÷åñêèé çàðÿä q. Ñôåðà ðàçðåçàíà äâóìÿ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ïëîñêîñòÿìè,
ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç åå öåíòð, íà ÷åòûðå ðàâíûå ÷àñòè. Îïðåäåëèòå:

à) Âåëè÷èíó ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ñèëû, êîòîðàÿ äåéñòâóåò íà êàæäóþ èç ÷åòûðåõ
÷àñòåé.

á) Âîçìîæíî ëè óäåðæàòü ÷àñòè ñôåðû îò ðàçëåòà, ïîìåñòèâ â åå öåíòð òî÷å÷íûé
ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä? Îòâåò íåîáõîäèìî îáîñíîâàòü è, â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî
îòâåòà, íàéòè âåëè÷èíó òðåáóþùåãîñÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà.

Ðåøåíèå. à) Ïîñêîëüêó ñôåðà ïðîâîäÿùàÿ, çàðÿä q ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëèòñÿ ïî åå
âíåøíåé ïîâåðõíîñòè ñ ïîñòîÿííîé ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ

σ =
q

4πR2
.

Âûäåëèì íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû ìàëûé ýëåìåíò ïëîùàäè dS è íàéäåì âåëè÷èíó ìîäó-
ëÿ äåéñòâóþùåé íà íåãî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ñèëû dF . Èç ñèììåòðèè çàäà÷è î÷åâèäíî,
÷òî íàïðàâëåíà ýòà ñèëà îò öåíòðà ñôåðû âäîëü åå ðàäèóñà, ïðîâåäåííîãî ê âûáðàí-
íîìó ó÷àñòêó dS (ñèëà îòòàëêèâàíèÿ). Äëÿ âåëè÷èíû dF ìîæíî, î÷åâèäíî, çàïèñàòü
ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

dF = σdS E0,

ãäå σdS � çàðÿä âûáðàííîãî ýëåìåíòà dS, à E0 � ìîäóëü íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ, ñîçäà-
âàåìîãî ðàñïðåäåëåííûì çàðÿäîì ñôåðû çà èñêëþ÷åíèåì çàðÿäà ýëåìåíòà dS (ñàì íà
ñåáÿ ýëåìåíò dS íå äåéñòâóåò). ×òîáû íàéòè íàïðÿæåííîñòü E0, ó÷òåì, ÷òî ìîäóëü íà-
ïðÿæåííîñòè ïîëÿ âíå ñôåðû â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îò åå ïîâåðõíîñòè äàåòñÿ
ôîðìóëîé

E = κ
|q|
R2

,
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ãäå êîýôôèöèåíò κ çàâèñèò îò âûäáðàííîé ñèñòåìû åäèíèö èçìåðåíèÿ (κ = 1 â ñèñòåìå
ÑÃÑÝ è κ = 1

4πε0
â ñèñòåìå ÑÈ), òîãäà êàê âíóòðè ñôåðû ïîëå âñþäó ðàâíî íóëþ. Ñ

âíåøíåé ñòîðîíû ñôåðû âáëèçè åå ïîâåðõíîñòè íàïðÿæåííîñòü E äàåòñÿ ñóììîé íàïðÿ-
æåííîñòè E0 è íàïðÿæåííîñòè E1, ñîçäàâàåìîé ýëåìåíòîì dS:

E0 + E1 = E.

Ñ âíóòðåííåé ñòîðîíû âáëèçè ýëåìåíòà dS âåêòîð íàïðÿæåííîñòè E0 ñîõðàíÿåò íàïðàâ-
ëåíèå (âäîëü ðàäèóñà ñôåðû îò öåíòðà íàðóæó), à âåêòîð íàïðÿæåííîñòè E1 ìåíÿåò ñâîå
íàïðàâëåíèå íà ïðîòèâîïîëîæíîå (âäîëü ðàäèóñà ñôåðû âíóòðü ê åå öåíòðó). Ïîýòîìó,
ó÷èòûâàÿ ñóììàðíîå íóëåâîå ïîëå âíóòðè ñôåðû, èìååì âòîðîå ðàâåíñòâî:

E0 − E1 = 0.

Îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåì:

E0 =
1

2
E = κ

|q|
2R2

.

Òåïåðü ìîæíî íàéòè äàâëåíèå ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ ñèë íà âíåøíþþ ïîâåðõíîñòü ñôåðû:

p =
dF

dS
=

1

2
σE =

κq2

8πR4
.

Ýòî äàâëåíèå îäèíàêîâî â ëþáîé òî÷êå ñôåðû. Òåïåðü ìîäóëü ïîëíîé ñèëû, äåéñòâóþùåé
íà ëþáóþ èç ÷åòûðåõ ÷àñòåé ðàçðåçàííîé ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè, ìîæíî íàéòè, âû÷èñëèâ
ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë:

F = pR2

∫ π

0

sin θdθ

∫ π
2

0

dφ sin θ cos(
π

4
− φ) =

π√
2

pR2.

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå äàâëåíèÿ p ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûé îòâåò:

F =
κq2

8
√

2R2
.

á) Áóäåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàòü çàðÿä q > 0. Ïîìåñòèì â öåíòð ñôåðè÷åñêîé îáî-
ëî÷êè çàðÿä ïðîòèâîïîëîæíîãî çíàêà −Q < 0. Ïðè ýòîì ïðîèçîéäåò ïåðåðàñïðåäåëåíèå
ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ â ìåòàëëå îáîëî÷êè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñóììàðíîå ýëåêòðè÷åñêîå
ïîëå â îáúåìå ìåòàëëà ðàâíÿëîñü áû íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ñëîæèòñÿ òàêàÿ êîíôèãóðàöèÿ
çàðÿäîâ: íà âíóòðåííåé ñôåðå ðàäèóñà r èíäóöèðóåòñÿ ïîëîæèòåëüíûé çàðÿä Q, ðàâíî-
ìåðíî ðàñïðåäåëåííûé ïî ïîâåðõíîñòè ñ ïëîòíîñòüþ

σ′ =
Q

4πr2
.

Íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè ïîÿâèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé îòðèöàòåëüíûé èíäóöè-
ðîâàííûé çàðÿä −Q è, ñ ó÷åòîì èñõîäíîãî çàðÿäà q, ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà íà
âíåøíåé ñôåðå ñòàíåò ðàâíîé

σ′′ =
q −Q

4πR2
.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåøåíèåì ïóíêòà à), íàðóæíûé çàðÿä îáåñïå÷èò ñèëó îòòàëêèâàíèÿ

Fîò =
κ(q −Q)2

8
√

2R2
.

Çàðÿäû íà âíóòðåííåé ñôåðå, ïîìèìî âçàèìíîãî îòòàëêèâàíèÿ, áóäóò ïðèòÿãèâàòüñÿ ê
òî÷å÷íîìó çàðÿäó −Q ñ ñèëîé, âäâîå ïðåâûøàþùåé ñèëó èõ îòòàëêèâàíèÿ (ïîñêîëü-
êó îíè âçàèìîäåéñòâóþò ñ ïîëåì EQ òî÷å÷íîãî çàðÿäà −Q, à âçàèìíîå îòòàëêèâàíèå
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îáåñïå÷èâàåòñÿ ïîëåì EQ/2). Â èòîãå, íà âíóòðåííþþ ïîâåðõíîñòü ðàäèóñà r êàæäîé
÷åòâåðòèíêè ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè äåéñòâóåò ñèëà ïðèòÿæåíèÿ

Fïð =
κQ2

8
√

2r2
.

Óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ ñôåðû Fïð ≥ Fîò ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ íà ìîäóëü
Q îòðèöàòåëüíîãî çàðÿäà, êîòîðûé íóæíî ïîìåñòèòü â öåíòð ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè:

Q ≥ r

R + r
q.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî óäåðæàòü ÷àñòè ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè ìîæíî è ïîëîæèòåëü-
íûì çàðÿäîì Q+ > 0, ïîìåùåííûì â öåíòð. Â ýòîì ñëó÷àå, çàðÿä íà âíåøíåé ïîâåðõ-
íîñòè óâåëè÷èòñÿ äî q + Q+ è ñèëà îòòàëêèâàíèÿ ÷åòâåðòèíîê âîçðàñòåò äî

Fîò =
κ(q + Q+)2

8
√

2R2
.

Îäíàêî ñèëà ïðèòÿæåíèÿ èíäóöèðîâàííûõ îòðèöàòåëüíûõ çàðÿäîâ íà âíóòðåííåé ñôåðå
r ê öåíòðàëüíîìó òî÷å÷íîìó çàðÿäó Q+

Fïð =
κQ2

+

8
√

2r2

ìîæåò, òåì íå ìåíåå, ïðåâçîéòè âîçðîñøóþ ñèëó îòòàëêèâàíèÿ (òî åñòü âëèÿíèå ìåíü-
øåãî ðàññòîÿíèÿ r îòðèöàòåëüíûõ èíäóöèðîâàííûõ çàðÿäîâ äî öåíòðàëüíîãî òî÷å÷íîãî
çàðÿäà Q+ ïðåâçîéäåò âëèÿíèå ðîñòà çàðÿäà íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè). Óñëîâèå
ðàâíîâåñèÿ Fïð ≥ Fîò ïðèâîäèò â äàííîì ñëó÷àå ê îãðàíè÷åíèþ

Q+ ≥ r

R− r
q.

Âèäíî, ÷òî ñ óìåíüøåíèåì òîëùèíû îáîëî÷êè (òî åñòü, ïðè r → R) óäåðæàòü åå ÷àñòè îò
ðàçëåòà ýòèì ñïîñîáîì ñòàíîâèòñÿ âñå òðóäíåå � âåëè÷èíà òðåáóþùåãîñÿ ïîëîæèòåëü-
íîãî çàðÿäà ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.
Êðèòåðèè. Ïóíêò à).

∓ (30% ïîëíîãî áàëëà.) Âåðíî íàïèñàíû âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ
ñôåðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäîâ, ñäåëàíî óòâåðæäåíèå, ÷òî çàðÿäû ðàñïîëà-
ãàþòñÿ ïî ïîâåðõíîñòè ñôåðû.

+/2 (50% ïîëíîãî áàëëà.) Îïðåäåëåíà íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ, äåéñòâóþùåãî íà ýëå-
ìåíòàðíûé çàðÿä ïîâåðõíîñòè ñôåðû è âûïèñàíà ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ýëåìåíò
ïîâåðõíîñòè.

± (80% ïîëíîãî áàëëà.) Âåðíî âûïèñàí èíòåãðàë äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñèëû âçàèìî-
äåéñòâèÿ.

+ (100% ïîëíîãî áàëëà.) Çàäà÷à ðåøåíà â ïîëíîì îáúåìå � âåðíî íàéäåíî âû-
ðàæåíèå äëÿ ìîäóëÿ ñèëû îòòàëêèâàíèÿ.

Ïóíêò á).
∓ (30% ïîëíîãî áàëëà.) Ñäåëàíî çàêëþ÷åíèå î ïåðåðàñïðåäåëåíèè èíäóöèðîâàí-

íûõ çàðÿäîâ è âåðíî îïðåäåëåíà ïëîòíîñòü çàðÿäà íà âñåõ ïîâåðõíîñòÿõ.
+/2 (50% ïîëíîãî áàëëà.) Îïðåëåäåíû ñèëû îòòàëêèâàíèÿ è ïðèòÿæåíèÿ, äåéñòâó-

þùèå íà ýëåìåíòû ïîâåðõíîñòåé ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè.
± (80% ïîëíîãî áàëëà.) Íàéäåíû ïîëíûå ñèëû ïðèòÿæåíèÿ è îòòàëêèâàíèÿ, äåé-

ñòâóþùèå íà ÷àñòè ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè.
+ (100% ïîëíîãî áàëëà.) Çàäà÷à ðåøåíà â ïîëíîì îáúåìå � âåðíî íàéäåíî íåðà-

âåíñòâî äëÿ âåëè÷èíû òî÷å÷íîãî çàðÿäà, óäåðæèâàþùåãî ðàçðåçàííóþ îáîëî÷êó
â ðàâíîâåñèè.
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