
Àëãåáðà, ëèñòîê 1 (êðàéíèé ñðîê ñäà÷è � 6 îêòÿáðÿ)

0. Äîêàæèòå, ÷òî â C íåò ïîäïîëÿ, ñîäåðæàùåãî R è îòëè÷íîãî îò C è R .
1. Â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñèëà ïðèòÿæåíèÿ ìåæäó òî÷å÷íûìè ìàññàìè

îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ðàññòîÿíèþ ìåæäó íèìè. Äîêàæèòå, ÷òî ñè-
ñòåìà èç 100 çàêðåïëåííûõ òî÷å÷íûõ ìàññ â äâóìåðíîì ìèðå áóäåò èìåòü
ìåíüøå 100 òî÷åê ðàâíîâåñèÿ (òî åñòü òàêèõ òî÷åê, â êîòîðûõ ñèëû ïðè-
òÿæåíèÿ ýòèõ òî÷å÷íûõ ìàññ óðàâíîâåøèâàþòñÿ).

2. Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìàëüíûå ñòåïåííûå ðÿäû (ò. å. âûðàæåíèÿ âèäà∑
k>0 akt

k ) íå îáðàçóþò ïîëÿ îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííûõ îïåðàöèé ñëî-

æåíèÿ è óìíîæåíèÿ, à ðÿäû Ëîðàíà (ò. å. âûðàæåíèÿ âèäà
∑

k>n akt
k ,

ãäå k ∈ Z) îáðàçóþò. Íàéäèòå îáðàòíûå ê 1 + t, 1 + t+ t2 è (1 + t)2 .

3. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë ai, i > 0 , çàäàíà ðåêóððåíòíûì ñîîòíî-
øåíèåì an+k = ckan+k−1+ck−1an+k−2+ . . .+c1an, n > 0 . Äîêàæèòå, ÷òî åå
ïðîèçâîäÿùèé ðÿä

∑
k>0 akt

k ðàöèîíàëåí (ò. å. ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê îòíî-
øåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ). Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùèé ðÿä ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è
an+2 = an+1 + an, a0 = a1 = 1 .

4. a) Óêàæèòå â êàæäîì êîíå÷íîì ïîëå ïîäïîëå ïðîñòîé ìîùíîñòè.
b) Äîêàæèòå, ÷òî ìîùíîñòü êîíå÷íîãî ïîëÿ � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà.

5. Ïóñòü E ⊂ R � ìíîæåñòâî äëèí âñåõ îòðåçêîâ, êîòîðûå ìîæíî ïîëó-
÷èòü öèðêóëåì è ëèíåéêîé èç äàííîãî åäèíè÷íîãî îòðåçêà, à òàêæå âñåõ
ïðîòèâîïîëîæíûõ èì ÷èñåë. a) Äîêàæèòå, ÷òî E � ïîëå, çàìêíóòîå îò-
íîñèòåëüíî èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ. b) Äîêàæèòå, ÷òî E 6= R .

6. a) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ ñ íóëåâîé ñóììîé êîîðäèíàò
â Rn � ïîäïðîñòðàíñòâî, è íàéäèòå åãî ðàçìåðíîñòü, óêàçàâ áàçèñ.
b) Ìíîãî÷ëåí f äâóõ ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì, åñëè
f(x, y) = f(y, x) , è êîñîñèììåòðè÷åñêèì, åñëè f(x, y) = −f(y, x) . Íàé-
äèòå ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâ ñèììåòðè÷åñêèõ è êîñîñèììåòðè÷åñêèõ
ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 6 d , óêàçàâ áàçèñû ýòèõ ïðîñòðàíñòâ.

7. a) Ñêîëüêî áàçèñîâ â ïðîñòðàíñòâå (Fq)
n? Ñêîëüêî â íåì k -ìåðíûõ ïîä-

ïðîñòðàíñòâ b) äëÿ k = 1 c) äëÿ k = 2 d) äëÿ ëþáîãî k?

8. Â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 6 d íàéäèòå áàçèñ, â êîòîðîì
a) êîîðäèíàòàìè êàæäîãî ìíîãî÷ëåíà ÿâëÿþòñÿ åãî çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ
0, 1, 2, . . . , d ; b) îïåðàòîð ïðîèçâîäíîé f 7→ f ′ c) îïåðàòîð äèñêðåòíîé

ïðîèçâîäíîé f 7→ f(x)− f(x− 1) çàäàåòñÿ ìàòðèöåé
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0 0 1 . . . 0
.

.

.

.

.

.

0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0

 .

9. a) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå f : U → V ïðè ïîä-
õîäÿùåì âûáîðå áàçèñîâ â U è V èìååò ìàòðèöó âèäà

(
E 0
0 0

)
, ãäå E �

åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à 0 � íóëåâûå. Îáîáùèòå b) íà ïàðû U
f−→ V

g−→ W

è c) íà öåïî÷êè ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé U0
f1−→ U1

f2−→ . . .
fn−→ Un .

10. a) Íàçîâåì äâå òðîéêè äâóìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â R3 ýêâèâàëåíòíû-
ìè, åñëè îäíó ìîæíî ïåðåâåñòè â äðóãóþ ëèíåéíûì àâòîìîðôèçìîì R3 .
Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè òðîåê?
b) Òîò æå âîïðîñ äëÿ ÷åòâåðîê äâóìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â R3 .


