
Çàäà÷è ïî ãðóïïàì è àëãåáðàì Ëè � 2. Êàñàòåëüíàÿ àëãåáðà
Ëè.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè �10� ïî äàííîìó ëèñòêó 80% ïóíêòîâ çàäà÷ áåç çâåçäî÷êè. Ïóíêò
ñî çâåçäî÷êîé çàìåíÿåò 2 ïóíêòà áåç çâåçäî÷êè. Äåäëàéí 8 îêòÿáðÿ.

Â ýòîì ëèñòêå G � ñâÿçíàÿ ïîäãðóïïà Ëè â ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïå GL(V ) êîíå÷íîìåð-
íîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V . Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â åäèíèöå TeG ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì â ïðîñòðàíñòâå End(V ) âñåõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ V −→ V .

1. à)Ïóñòü x ∈ TeG è g(t) ∈ G � ãëàäêèé ïóòü â ãðóïïå G , êàñàþùèéñÿ x , ò.å. òàêîé ÷òî g(0) =
e è d

dt |t=0g(t) = x . Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî y ∈ End(V ) âûïîëíåíî d
dt |t=0g(t)yg(t)

−1 = xy−yx .
á)Äîêàæèòå, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî TeG ⊂ End(V ) çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè (x, y) 7→ xy−
yx .

Îïåðàöèÿ (x, y) 7→ xy−yx íàçûâàåòñÿ êîììóòàòîðîì è îáîçíà÷àåòñÿ [x, y] . Ïðîñòðàíñòâî
TeG ñ ýòîé áèëèíåéíîé îïåðàöèåé íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé àëãåáðîé Ëè ãðóïïû Ëè G è
îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ ãîòè÷åñêîé áóêâîé g .

2. Íàéäèòå êàñàòåëüíûå àëãåáðû ñëåäóþùèõ ãðóïï Ëè à) SLn ; á) SOn ; â) ãðóïïû âåðõíå-
òðåóãîëüíûõ ìàòðèö; ã) SUn .

3. à) Âûïèøèòå îïåðàöèþ êîììóòàòîðà â êàñàòåëüíîé àëãåáðå ãðóïïû SO3(R) â êàêîì-
íèáóäü áàçèñå. á) Òîò æå âîïðîñ äëÿ ãðóïïû ñòðîãî âåðõíåòðåóãîëüíûõ 3×3-ìàòðèö. â) Òîò
æå âîïðîñ äëÿ ãðóïïû SU2 .

4.Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàöèÿ êîììóòàòîðà êîñîñèììåòðè÷íà è óäîâëåòâîðÿåòòîæäåñòâó ßêîáè:
[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0 .

Àëãåáðîé Ëè íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ áèëèíåéíîé êîñîñèììåòðè÷íîé îïåðà-
öèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé òîæäåñòâó ßêîáè.

5. à) Äàéòå îïðåäåëåíèÿ ïîäàëãåáðû Ëè, ãîìîìîðôèçìà àëãåáð Ëè, èçîìîðôèçìà àëãåáð Ëè,
èäåàëà â àëãåáðå Ëè, ôàêòîðàëãåáðû Ëè. Äîêàæèòå òåîðåìó î ãîìîìîðôèçìå: îáðàç àëãåáðû
Ëè g ïðèãîìîìîðôèçìå g −→ h ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé Ëè â h , èçîìîðôíîé ôàêòîðó àëãåáðû
Ëè g ïî ÿäðó ãîìîìîðôèçìà. á) Îïèøèòå ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà âñå àëãåáðû Ëè íàä
ïîëåì R ðàçìåðíîñòè íå âûøå 2 ... â∗ ) ...íå âûøå 3 .

6. à)Äîêàæèòå, ÷òî êàñàòåëüíàÿ àëãåáðà ïîäãðóïïû Ëè ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé Ëè, à íîðìàëü-
íîé ïîäãðóïïû Ëè � èäåàëîì. á)Äîêàæèòå, ÷òî äèôôåðåíöèàë â åäèíèöå ãîìîìîðôèçìà ãðóïï
Ëè ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð Ëè. Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü çàäà÷åé 1à.

7∗ . à)Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ãðóïï Ëè èçîìîðôíû: SU2 , SO3(R) , SL2(R) , SO2,1(R) (ò.å. ãðóïïà
ñîáñòâåííûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà R3 , ñîõðàíÿþùèõ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó
ñèãíàòóðû (2, 1))? á)Êàêèå èç êàñàòåëüíûõ àëãåáð Ëè ãðóïï èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà èçîìîðô-
íû?

8∗ . Âåêòîðíîå ïîëå íà ãðóïïå Ëè G íàçûâàåòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíûì, åñëè îíî ñîõðàíÿåòñÿ äèô-
ôåîìîðôèçìàìè óìíîæåíèÿ íà ëþáîé ýëåìåíò ãðóïïû G ñëåâà. à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî ξ ∈ TeG ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ëåâîèíâàðèàíòíîå âåêòîðíîå ïîëå lξ íà G , òàêîå, ÷òî lξ(e) =
ξ . Óêàçàíèå: ðàçíåñèòå êàñàòåëüíûé âåêòîð ξ ∈ TeG â êàæäóþ òî÷êó ïðè ïîìîùè ëåâîãî äåéñòâèÿ
ãðóïïû íà ñåáå. á) Âûïèøèòå ÿâíî â ãëîáàëüíîé êîîðäèíàòå ëåâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïî-
ëÿ íà ãðóïïå GLn(R) . â) Ïóñòü ξ, η ∈ g = TeG . Äîêàæèòå, ÷òî [ξ, η] = −[lξ, lη](e) . ã) Âûðà-
çèòå êîììóòàòîð â êàñàòåëüíîé àëãåáðå Ëè ÷åðåç ïðàâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ.

Çàìå÷àíèå: ïðåäûäóùàÿ çàäà÷à äàåò ñïîñîá îïðåäåëèòü îïåðàöèþ êîììóòàòîðà íà êàñàòåëü-
íîì ïðîñòðàíñòâå â åäèíèöå ê ëþáîé ãðóïïå Ëè, íå îáÿçàòåëüíî ëèíåéíîé.



9.Äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà x ∈ End(V ) îïðåäåëèì åãî ýêñïîíåíòó êàê ñóììó ðÿäà exp(x) :=
∞∑
n=0

xn

n! . à) Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîãî x ∈ End(V ) è exp(x) ∈ GL(V ) . á)

Äîêàæèòå, ÷òî êðèâàÿ g(t) = exp(tx) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé ëåâîèíâàðèàíòíîãî âåêòîð-
íîãî ïîëÿ íà ãðóïïå Ëè GL(V ) , ñîîòâåòñòâóþùåãî x . â)Äîêàæèòå, ÷òî g(t) = exp(tx) ÿâëÿåò-
ñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïîé, ò.å. g(t1 + t2) = g(t1)g(t2) . ã) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè x ∈
TeG = g , òî exp(x) ∈ G . Óêàçàíèå: â ïóíêòàõ â) è ã) âîñïîëüçóéòåñü òåîðåìîé ñóùåñòâîâàíèÿ è
åäèíñòâåííîñòè èíòåãðàëüíîé êðèâîé âåêòîðíîãî ïîëÿ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç çàäàííóþ íåîñîáóþ òî÷-
êó. ä)Äîêàæèòå, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå exp : g −→ G äàåò äèôôåîìîðôèçì íåêî-
òîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ â g íà íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü åäèíèöû â G , è íàéäèòå åãî äèôôå-
ðåíöèàë â íóëå. å∗ ) Äîêàæèòå, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå ãëàäêî, è íàéäèòå äèô-
ôåðåíöèàë ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ â òî÷êå x ∈ g .

10. à) Äîêàæèòå, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå ôóíêòîðèàëüíî, ò.å. äëÿ ëþáîãî ãîìî-
ìîðôèçìà ãðóïï Ëè φ : G1 −→ G2 èìååì φ◦exp = exp ◦deφ . Óêàçàíèå: èìååò ñìûñë ñíîâà âîñïîëü-
çîâàòüñÿ òåîðåìîé ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè èíòåãðàëüíîé êðèâîé. á)Ïóñòü f : g1 −→ g2
� ãîìîìîðôèçì êàñàòåëüíûõ àëãåáð Ëè ñâÿçíûõ ãðóïï Ëè G1 è G2 . Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò
íå áîëåå îäíîãî ãîìîìîðôèçìà ãðóïï Ëè φ : G1 −→ G2 òàêîãî, ÷òî deφ = f .

11∗ . Îïèøèòå âñå ñâÿçíûå àáåëåâû ãðóïïû Ëè ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà. Óêàçàíèå: ïî-
êàæèòå, ÷òî äëÿ àáåëåâîé ãðóïïû Ëè G ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð-
ôèçìîì àääèòèâíîé ãðóïïû g íà G .

12. Íàéäèòå îáëàñòü çíà÷åíèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ äëÿ ñëåäóþùèõ ãðóïï Ëè:
à) GLn(R) ; á) GLn(C) ; â) SOn(R) ; ã) ãðóïïû Ëè âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö íàä R .

13. à) Íàïèøèòå â âèäå ðÿäà â îêðåñòíîñòè åäèíèöû îáðàòíîå îòîáðàæåíèå log : GL(V ) −→
End(V ) è íàéäèòå åãî îáëàñòü ñõîäèìîñòè. á)Ïîêàæèòå, ÷òî ôîðìóëà x∗y := log(exp(x) exp(y))
çàäàåò àññîöèàòèâíîå óìíîæåíèå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ â àëãåáðå Ëè g ñ îïåðàöèåé
îáðàùåíèÿ x 7→ −x (ýòî íàçûâàåòñÿ óìíîæåíèåì â ýêñïîíåíöèàëüíûõ êîîðäèíàòàõ). â∗∗ )Äîêà-
æèòå, ÷òî îïåðàöèÿ x ∗ y ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç îïåðàöèþ êîììóòàòîðà â àëãåáðå Ëè
g (íå èñïîëüçóÿ ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ) ïðè ïîìîùè íåêîòîðîãî óíèâåðñàëüíîãî ðÿäà.Óêàçà-
íèå: ôîðìóëà, âûðàæàþùàÿ x∗y ÷åðåç êîììóòàòîðû, íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé (Áåéêåðà)�Êýìïáåëëà�
Õàóñäîðôà�(Äûíêèíà). Åå äîêàçàòåëüñòâî íå ñòûäíî ïîñìîòðåòü â êíèæêàõ.

14. à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ãðóïïû Ëè ñòðîãî âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö (ò.å. ñ åäèíèöàìè
íà äèàãîíàëè) ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå âçàèìíî îäíîçíà÷íî, è ðÿä äëÿ ëîãàðèôìà
ñõîäèòñÿ âåçäå. á) Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ýòîé ãðóïïû îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ â ýêñïîíåíöèàëüíûõ
êîîðäèíàòàõ çàäàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûìè ôîðìóëàìè.

15∗ . Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà (íå îáÿçàòåëüíî àññîöèàòèâíàÿ). Äîêàæèòå, ÷òî
àëãåáðà Ëè Der(A) äèôôåðåíöèðîâàíèé àëãåáðû A ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé àëãåáðîé ãðóïïû
Ëè Aut(A) àâòîìîðôèçìîâ àëãåáðû A .


