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äÌÑ ÓÄÁÞÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÚÁÄÁÞ 2.1 | 2.6 ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÞÉÓÔÏ ÒÁÓÓËÁÚÁÔØ ÏÄÎÏÍÕ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÀ

ÓÔÏÌØËÏ ÐÕÎËÔÏ× ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÓËÏÌØËÏ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌØ ÓÏÞÔÅÔ ÎÕÖÎÙÍ ×ÙÓÌÕÛÁÔØ. úÁÄÁÞÉ ÓÏ

Ú×ÅÚÄÏÞËÏÊ ÓÄÁÀÔÓÑ É ÆÉËÓÉÒÕÀÔÓÑ × ËÏÎÄÕÉÔÅ, ÎÏ × ÂÁÌÌÁÈ ÎÅ ÏÃÅÎÉ×ÁÀÔÓÑ.

2.1. äÏËÁÖÉÔÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÒÅÄÅÌÏ× ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ Ñ×ÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
ÐÒÅÄÅÌÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.
a) åÓÌÉ an > bn É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÐÒÅÄÅÌÙ A = lim an É B = lim bn, ÔÏ A > B.
b) åÓÌÉ an > bn > cn É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÐÒÅÄÅÌÙ A = lim an = lim cn, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ lim bn
É lim bn = A.
c) åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÐÒÅÄÅÌÙ A = lim an É B = lim bn, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ lim anbn = AB;
ÅÓÌÉ B ̸= 0, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ lim an=bn = A=B.
d) ïÂÒÁÔÎÁÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÅÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÁÑ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.
e) óÕÍÍÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÅÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÁÑ.
f) åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ an ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ, ÔÏ ∀" > 0 ∃M ∈ N ∀m;n > M
ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï |an − am| < ".

2.2. a) åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ bn ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ B, ÔÏ ÌÀÂÁÑ Å£ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
ÓÈÏÄÉÔÓÑ É ÉÍÅÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÐÒÅÄÅÌ B.
b) ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ an ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ b ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ÐÒÉÞÅÍ an
ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÅÓÔØ b.
c) ðÕÓÔØ b ÅÓÔØ ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏ-
ÞÅË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X, ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë b.
d) ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ ÐÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ? ÷ÅÒÎÏ
ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ÅÓÌÉ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Å£ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ
ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ ÐÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ? ëÁËÉÍÉ ÂÕÄÕÔ ÏÔ×ÅÔÙ, ÅÓÌÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ,
ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ËÁÖÄÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ?
e) ðÏÄÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÓÁÍÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÇÄÁ ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ.

2.3. a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ, ÔÏ ÏÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ×
ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ.
b) íÏÖÅÔ ÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ÂÙÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ, ÅÓÌÉ × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÏÎÁ ÒÁÚ-
ÒÙ×ÎÁ?
c) æÕÎËÃÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÂÙÔØ ÒÁÚ-
ÒÙ×ÎÁ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ?
d)æÕÎËÃÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÂÙÔØ ÎÅÏÇÒÁ-
ÎÉÞÅÎÁ × ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ?
e) æÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ a. ðÒÑÍÁÑ
y = kx + b ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (a; f(a)), ÐÒÉÞ£Í ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ f ×ÅÓØ ÌÅÖÉÔ ÐÏ ÏÄÎÕ
ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ′(a) = k.

2.4. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f É g Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÍÉ ÐÒÉ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÉ x Ë a.
a) ðÕÓÔØ a = 0. äÏËÁÖÉÔÅ ×ÓÅ ×ÅÒÎÙÅ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ ÍÅÖÄÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÔÒÅÍÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ-
ÍÉ É ÐÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÎÅ×ÅÒÎÏÊ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ.
(1) f(x) = o(x); (2) f(x) = O(x2);
(3) f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÎÕÌÅ É f(0) = f ′(0) = 0.
b) ðÕÓÔØ f = O(g). óÌÅÄÕÅÔ ÌÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ f É g ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÅ ÏÄÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (ÔÏ
ÅÓÔØ f ∼ �g ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ �)? ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ?
c) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ∼ g ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ f − g = o(f).

2.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÅÌÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏ ëÏÛÉ É ÐÏ çÅÊÎÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ.

2.6. a) äÏËÁÖÉÔÅ ÛËÏÌØÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÓÕÍÍÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ
ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ.



b) äÁÎÁ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÃÉÆÒ an. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
bn =

∑
n

k=1
ak10

−k ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ. (ðÏÄÓËÁÚËÁ: ÐÏÌÅÚÎÏ 2.2.e.)
c) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
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ÓÈÏÄÉÔÓÑ É ÎÁÊÔÉ Å£ ÐÒÅÄÅÌ.

2.7.∗ óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÅ Ó×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÔÏÌØËÏ
ÏÄÉÎ ÒÁÚ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ Å£ ÞÌÅÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ Å£ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ?

2.8.∗ ÷ÓÑËÁÑ ÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ?

2.9.∗ a) æÕÎËÃÉÑ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ a É ÉÍÅÅÔ × ÔÏÞËÅ a ÅÄÉÎ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÓÔÒÏÇÉÊ ÍÁËÓÉÍÕÍ, Ô.Å. ∀x ∈ U , x ̸= a, f(x) < f(a). ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ
", ÞÔÏ f ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ (a− "; a) É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ ÎÁ (a; a+ ")?
b) æÕÎËÃÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ É Å£ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÏÌÏÖÉ-
ÔÅÌØÎÁ. óÌÅÄÕÅÔ ÌÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ?

2


