
1 Ââîäíàÿ ëåêöèÿ

2 Êâàíòîâàíèå ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû

2.1 Ðåëÿòèâèñòñêàÿ ÷àñòèöà

Êâàäðàòè÷íîå äåéñòâèå

S[X] → S[X, e] = 1
2

∫
dτ
ẊµẊµ

e(τ)
− 1

2
m2

∫
e(τ)dτ (2.1)

èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ðåïàðàìåòðèçàöèé

δXµ = ξẊµ, δe =
d

dτ
(ξe) (2.2)

ñ ëîêàëüíûì ïàðàìåòðîì ξ = ξ(τ) = τ − f(τ). Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âêëþ÷àþò ñâÿçü

δS

δe
= −Ẋ

µẊµ

e2
−m2 = 0 (2.3)

êîòîðóþ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïðè êâàíòîâàíèè. Îñíîâíûå âîïðîñû ïðè êâàíòîâàíèè:

• ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ñèñòåìû;

• êàê ïðîèñõîäèò äèíàìèêà - âûáîð âðåìåíè;

• êòî òàêèå íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû.

Äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêîé (òåì áîëåå ñâîáîäíîé!) ÷àñòèöû ñ äåéñòâèåì S = 1
2

∫ t1
t0
dt mq̇2

îòâåòû íà âñå âîïðîñû î÷åâèäíû:

• ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé - íàïðèìåð ôóíêöèè ψ(q), èëè ôóðüå îáðàçû ψ̃(p), ò.å. ôóíê-
öèè èìïóëüñîâ pi =

∂L
∂q̇i

= q̇i/m;

• âðåìÿ t çàäàíî èçíà÷àëüíî. Äèíàìèêà îïðåäåëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ãàìèëüòîíèàíîì
H = pq̇− L = p2

2m
;

• íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû: â êëàññèêå - ôóíêöèè íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå f(q, p) - ïðå-
âðàùàþòñÿ â äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû â ñèëó êàíîíè÷åñêèõ êîììóòàöèîííûõ
ñîîòíîøåíèé

[q̂i, p̂j] = i~δij (2.4)

ò.å., íàïðèìåð pi → p̂i = −i~ ∂
∂qi
.
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Óäîáíåå îäíàêî äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ïîëüçîâàòüñÿ èìïóëüñíûì ïðåäñòàâëåíèåì, ïî-
ñêîëüêó èìïóëüñû d

dt
pi = 0 ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ (÷òî âåðíî è äëÿ ãåéçåíáåð-

ãîâûõ îïåðàòîðîâ, òàê êàê îíè êîììóòèðóþò ñ ãàìèëüòîíèàíîì H = p2

2m
), à âîëíîâàÿ

ôóíêöèÿ áóäåò ïðîñòî óìíîæàòüñÿ íà ôàçó (ò.å. äèíàìèêà òðèâèàëüíà). Èíòåãðàë ïî ïó-
òÿì

K(x1, t1|x0, t0) =
∫
Dq exp

(
i

~

∫ t1

t0

dt 1
2
mq̇2

)
= ⟨x1| exp

(
− i

~
H(t1 − t0)

)
|x0⟩ (2.5)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè q(t0) = x0 è q(t1) = x1 ëåãêî (çàäà÷à!) ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü
ìàòðè÷íûé ýëåìåíò îïåðàòîðà ýâîëþöèè ìåæäó íà÷àëüíûì è êîíå÷íûì ñîñòîÿíèÿìè ñ
çàäàííîé êîîðäèíàòîé.

×òî âîçíèêàåò ïðè íàèâíîì ïîäõîäå â ðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå? Ïîñìîòðèì íà äåéñòâèå
ôîðìàëüíî è ïåðåéäåì ê ãàìèëüòîíîâó ôîðìàëèçìó, ñ÷èòàÿ âðåìåíåì ïàðàìåòð íà ìè-
ðîâîì ëèñòå, òîãäà

Pµ =
∂L
∂Ẋµ

=
Ẋµ

e
, pe = 0,

dPµ

dτ
= 0 (2.6)

îäíàêî â ñèëó ñâÿçè
PµP

µ +m2 = 0 (2.7)

ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ëèøü ïðîñòðàíñòâåííûìè êîìïîíåíòàìè èìïóëüñà.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ìîæåò áûòü îïèñàíî ôóíêöèÿìè ϕ±(p), êîòî-
ðûå åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàíû ñ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà.

Äåéñòâèòåëüíî, êàíîíè÷åñêèå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â äàííîì ñëó÷àå (~ = 1)

[Xµ, Pν ] = iδµν (2.8)

ðåëÿòèâèñòñêè-êîâàðèàíòíû ([Xµ, P ν ] = iηµν , [Xµ, Pν ] = iηµν), è åñëè îïèñûâàòü ïðîñòðàí-
ñòâî ñîñòîÿíèé â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè, òî Pµ = −i ∂

∂Xµ ≡ −i∂µ è íà âîëíîâóþ
ôóíêöèþ âîçíèêàåò ñâÿçü (

−∂µ∂µ +m2
)
ϕ(X) = 0 (2.9)

áóêâàëüíî ïðåäñòàâëÿþùàÿ èç ñåáÿ óðàâíåíèå Êëåéíà-Ãîðäîíà. Åãî ðåøåíèå

ϕ(X) =

∫
d4Pe−iPX ϕ̃(P ) =

∫
d4Pe−iPXδ(P 2 +m2)ϕ̆(P ) =

=

∫
d3p

2E(p)
(
eiE(p)t−ipxϕ+(p) + e−iE(p)t−ipxϕ−(p)

) (2.10)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâà íàáîðà âîëí-÷àñòèö (îäíî÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé ñ E± = ±
√
p2 +m2 ≡

±E(p)), ëîêàëèçîâàííûõ íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè

E2 = p2 +m2 (2.11)
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Çàìåòèì, ÷òî íàèâíûé ãàìèëüòîíèàí

H = PµẊ
µ − L = 1

2
e
(
PµP

µ +m2
)

(2.12)

â ñèëó óðàâíåíèÿ ñâÿçè ïðîñòî ðàâåí íóëþ. Òàêèì îáðàçîì äèíàìèêà ïî ïàðàìåòðó τ íà
ìèðîâîé ëèíèè �óæ ñîâñåì òðèâèàëüíà�, íî íåñìîòðÿ íà ýòî ìû â äàëüíåéøåì âñå ðàâíî
áóäåì åãî îáçûâàòü �ìèðîâûì âðåìåíåì� è èíîãäà äàæå îáîçíà÷àòü τ → t.

2.2 Åâêëèäîâî äåéñòâèå è êîíòèíóàëüíûé èíòåãðàë

Èíòåãðàë ïî ïóòÿì â ðåëÿòèâèñòñêîé åâêëèäîâîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå åñòåñòâåííî ôîð-
ìàëüíî çàïèñàòü êàê

K(X1, X0) =

∫
DeDX e

−
∫ 1
0 dt

(
Ẋ2

2e
+ 1

2
em2

)
=

∫
De e−

m2

2

∫ 1
0 dte

∫
DXe−

∫ 1
0 dt Ẋ

2

2e (2.13)

ãäå ìû âûäåëèëè ãàóññîâ èíòåãðàë âî âíåøíåé îäíîìåðíîé ìåòðèêå e(t). Çàìåòèì ñðàçó,
÷òî â ñèëó ðåïàðàìåòðèçàöèîííîé èíâàðèàíòíîñòè ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî èíòåãðàë ïî îä-
íîìåðíûì ìåòðèêàì òàê èëè èíà÷å ñâåäåòñÿ ê èíòåãðàëó ïî äëèíàì òðàåêòîðèé T =

∫ 1

0
dte

(ò.å. â ÷àñòíîñòè îò ñàìîé äëèíû òðàåêòîðèè T , àíàëîãà t1− t0 â íåðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå,
âîîáùå íå áóäåò çàâèñåòü!).

Îá ýòîì ïîäðîáíî ïîãîâîðèì äàëüøå, à ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ãàóññîâ èíòåãðàë ïî êîîð-
äèíàòàì, â êîòîðîì ñðàçó âûáåðåì e(t) = T

I(T ) =

∫
DXe−

∫ 1
0 dt Ẋ

2

2T (2.14)

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè X(t) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå t ∈ [0, 1] ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íû-
ìè óñëîâèÿìè X(0) = 0 è X(1) = 0 1. Â ïðîñòðàíñòâå òàêèõ ôóíêöèé ìîæíî âûáðàòü
åñòåñòâåííûé áàçèñ, è ëþáóþ ôóíêöèþ ïðåäñòàâèòü êàê

X(t) =
∞∑
k=1

xk sin(πkt), Ẋ(t) = π

∞∑
k=1

kxk cos(πkt) (2.15)

1Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ X(0) = X0 è X(1) = X1 ñäâèíóâ ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ

X(t) = Y (t) +X0 +
X1 −X0

T
t

è ñ÷èòàÿ, ÷òî ïðè ëèíåéíîì ñäâèãå DX = DY , ìû ïîëó÷èì, ÷òî∫
X(0)=X0,X(1) =X1

DXe−
∫ 1
0
dt Ẋ2

2T = e−
(X1−X0)2

2T I(T )
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Òîãäà

S[X] =

∫ 1

0

dt
Ẋ2

2T
=
π2

2T

∞∑
k,l=1

kxklxl

∫ 1

0

dt cos(πkt) cos(πlt) =
π2

4T

∞∑
k=1

k2x2k (2.16)

à ìåðó èíòåãðèðîâàíèÿ áûëî áû åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü êàê DX = N
∏∞

k=1 dxk, ãäå
N = N (T ) - íåêîòîðàÿ �íîðìèðîâî÷íàÿ� ïîñòîÿííàÿ. Ñòðîãî ãîâîðÿ, òàê ïîñòóïàòü íåëü-
çÿ - â òîì ñìûñëå, ÷òî êîíñòàíòà N îêàæåòñÿ �îñîáîé�, òàê êàê èíòåãðèðîâàíèå â ôóíê-
öèîíàëüíîì èíòåãðàëå ïðîâîäèòñÿ âîâñå íå ïî ãëàäêèì òðàåêòîðèÿì (âîïðîñ èç �òåîðèè
ìåðû�).

Ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ â (2.14) òåïåðü ëåãêî ôîðìàëüíî çàïèñàòü â âèäå

I(T ) = N
∫ ∞∏

k=1

dxk exp

(
− π2

4T

∞∑
k=1

k2x2k

)
=

= N
∞∏
k=1

√
2π

ak

∣∣∣∣
ak=

π2k2

2T

= N
∞∏
k=1

√
4T

πk2

(2.17)

è äëÿ èíòåðïðåòàöèè ýòîãî îòâåòà íåîáõîäèìî ñíà÷àëà îïðåäåëèòü íîðìèðîâî÷íóþ êîí-
ñòàíòó N .

Êîíñòàíòó N ìîæíî çàôèêñèðîâàòü, íàïðèìåð, ïîòðåáîâàâ∫
DXe−

1
2
∥X∥2 = N

∫ ∞∏
k=1

dxk exp

(
−T
4

∞∑
k=1

x2k

)
= 1 (2.18)

ãäå

∥X∥2 =
∫ T

0

dte(t)X(t)2 =

∫ 1

0

dt TX(t)2 (2.19)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íè÷òî èíîå êàê ðåïàðàìåòðèçàöèîííî-èíâàðèàíòíóþ íîðìó, ÷òî ñ î÷å-

âèäíîñòüþ äà¼ò N =
∏∞

k=1

√
T
4π
. Òîãäà

I(T ) = N
∞∏
k=1

√
4T

πk2
=

∞∏
k=1

T

πk
(2.20)

×åìó ðàâíî áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå â ïðàâîé ÷àñòè? Ïîñëå ëîãàðèôìèðîâàíèÿ

log I(T ) =
∞∑
k=1

log T −
∞∑
k=1

log(πk) (2.21)

áåñêîíå÷íóþ êîíñòàíòó (ïîêà!) ìîæíî �çàáûòü�, à êîýôôèöèåíò ïåðåä log T

∞∑
k=1

1 =
∞∑
k=1

1

ks

∣∣∣∣∣
s=0

= ζ(0) = −1
2 (2.22)
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âû÷èñëèòü, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ζ-ôóíêöèè 2. Åñëè äåé-
ñòâîâàòü òàêèì îáðàçîì, òî ïîëó÷àåì

I(T ) =

∫ X(1)=0

X(0)=0

DXe−
∫ 1
0 dτ Ẋ2

2T =
const√
T

(2.23)

à ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïåðåíîðìèðîâêîé êîíñòàíòó ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíîé åäèíèöå.

Î÷åâèäíûå îáîáùåíèÿ:

• Â ñëó÷àå ìíîãèõ ïåðåìåííûõ Xµ = Xµ(τ), µ = 1, . . . , D - äëÿ D-ìåðíîé ðåëÿòèâèñò-
ñêîé ìåõàíèêè

I(T ) =

∫ Xµ(1)=0

Xµ(0)=0

DXe−
∫ 1
0 dτ

Ẋ2
µ

2T =
1

TD/2
(2.24)

• à äëÿ íåíóëåâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

I(T |X1, X0) =

∫ Xµ(1)=Xµ
1

Xµ(0)=Xµ
0

DXe−
∫ 1
0 dτ

Ẋ2
µ

2T =
e−

(X
µ
1 −X

µ
0 )2

2T

TD/2
(2.25)

Âîïðîñ: óäîâëåòâîðÿåò ëè îòâåò óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà - è åñëè äà, òî ïî÷åìó?

2.3 Ðåçóëüòàò äëÿ ïðîïàãàòîðà ÷àñòèöû

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ïðîâåäåííîé ïåðåíîðìèðîâêè íàì îñòàëîñü ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî

ìåòðèêàì De âûðàæåíèå e−
Tm2

2 e−
(X1−X0)

2

2T /TD/2, çàâèñÿùåå òîëüêî îò äëèíû T =
∫ 1

0
dte(t).

Ïðè ýòîì åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî∫
De f(T ) =

∫
Dξ

V

∫ ∞

0

dTJ(T )f(T ) =

∫ ∞

0

dTJ(T )f(T ) (2.26)

ãäå Dξ
V îòâå÷àåò èíòåãðàëó ïî ãðóïïå ðåïàðàìåòðèçàöèé, íîðìèðîâàííûé íà åå îáúåì, à

J(T ) - ÿêîáèàí, âîçíèêàþùèõ ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ. Âû÷èñëåíèå ýòîãî ÿêîáèàíà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé îòäåëüíóþ íåòðèâèàëüíóþ çàäà÷ó, íî ïðåäïîëîæèì ïîêà, ÷òî îòâåò íà ýòîò
âîïðîñ î÷åíü ïðîñòîé, íàïðèìåð J(T ) = 1.

2Åñòåñòâåííî, ÷òî è ýòîò øàã íóæäàåòñÿ â îáîñíîâàíèè. Çàìåòèì ñåé÷àñ òîëüêî, ÷òî òàêîé îòâåò ïîëó-
÷àåòñÿ è ïðè äðóãîé åñòåñòâåííîé ðåãóëÿðèçàöèè - ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè∑

k>0 e
−ϵk è âûêèäûâàíèÿ ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè èç íåå ïðè ϵ → 0.
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Åñëè äåéñòâèòåëüíî îêàæåòñÿ òàê, òî äëÿ èíòåãðàëà ïî òðàåêòîðèÿì ðåëÿòèâèñòñêîé
÷àñòèöû ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ìû îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

K(X1, X0) =

∫
X(0)=X0,X(1)=X1

DeDX e
−

∫ 1
0 dt

(
Ẋ2

2e
+ 1

2
em2

)
=

=

∫
De e−

m2

2
T

∫
X(0)=X0,X(1)=X1

DXe−
∫ 1
0 dt Ẋ

2

2e =

∫ ∞

0

dT
e−

(X
µ
1 −X

µ
0 )2

2T
−m2

2
T

TD/2

(2.27)

÷òî äåéñòâèòåëüíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðåäñòàâëåíèå â âèäå èíòåãðàëà ïî ñîáñòâåííî-
ìó âðåìåíè äëÿ ôåéíìàíîâñêîãî ïðîïàãàòîðà, èëè ïðè÷èííîé ôóíêöèè Ãðèíà óðàâíåíèÿ
Êëåéíà-Ãîðäîíà - ïîñëå àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèå â ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî. Èíòå-
ãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå óäîáíî äëÿ àíàëèçà, íàïðèìåð, àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ:

• Óëüòðàôèîëåòîâîå ïîâåäåíèå íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ, ïðè |X1−X0| → 0, îïðåäåëÿåòñÿ
âêëàäîì ìàëûõ äëèí T , ìàññîé ÷àñòèöû ïðè ýòîì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, è ñäåëàâ çàìåíó
ïåðåìåííûõ ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî K(X1, X0) ∼ 1

|X1−X0|D−2 ïðè D > 2.

• Èíôðàêðàñíîå ïîâåäåíèå íàîáîðîò îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè èíòåãðàëà ïðè áîëüøèõ
T , òóò çíà÷åíèå êâàäðàòà ìàññû ñòàíîâèòñÿ îïðåäåëÿþùèì. Äëÿ ìàññèâíûõ ÷àñòèö
m2 > 0 èíòåãðàë ïîäàâëåí ïðè |X1 −X0| > 1/m, äëÿ áåçìàññîâûõ ÷àñòèö âîçíèêàåò
�äàëüíîäåéñòâèå�, íó à äëÿ òàõèîíîâ ñ m2 < 0 ïðîñòî ñ òðåñêîì ðàñõîäèòñÿ - ÷åãî è
ñëåäîâàëî áû îæèäàòü â ñëó÷àå áîçîííîé ñòðóíû.

Îäíàêî, ìíîãèå øàãè â ïðèâåäåííîì êà÷åñòâåííîì ðàññìîòðåíèè íàì îñòàëîñü åùå
ïî-íàñòîÿùåìó îáîñíîâàòü.

2.4 Ðåãóëÿðèçàöèÿ è ôîðìóëà Ïóàññîíà

Âñïîìíèì, ÷òî ìû íà÷àëè âû÷èñëÿòü ñòðóííóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ 3

K(X1, X0) =

∫
DeDX e

−
∫ 1
0 dt

(
Ẋ2

2e
+ 1

2
em2

)
=

∫
De e−

m2

2

∫ 1
0 dte

∫
DXe−

∫ 1
0 dt Ẋ

2

2e (2.28)

äëÿ íà÷àëà ïîëîæèâ e(t) = T â ãàóññîâîì èíòåãðàëå

I(X1, X0;T ) =

∫
DXe−

∫ 1
0 dt Ẋ

2

2T = e−
(X1−X0)

2

2T I(T ) (2.29)

ãäå I(T ) èíòåãðàë óæå ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

3Êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè â îäíîìåðíîé òåîðèè, íàïðèìåð ⟨Xµ(t)Xν(t′)⟩X ìû ïîòîì ðàçáåðåì îò-
äåëüíî.
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Ðàñïèøåì òåïåðü àêêóðàòíåå ðåçóëüòàò ãàóññîâà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî êîîðäèíàòàì ÷à-
ñòèöû ñ íóëåâûìè óñëîâèÿìè (âî âíåøíåé îäíîìåðíîé ìåòðèêå e(t) = T )

S[X;T ] =

∫ 1

0

dt
Ẋ2

2T
= 1

2

∫ 1

0

dt TX

(
− 1

T 2

d2

dt2

)
X = 1

2
(X,∆X) (2.30)

ãäå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñîãëàñîâàíî ñ ðåïàðàìåòðèçàöèîííî-èíâàðèàíòíîé íîðìîé

∥X∥2 =
∫ T

0

dτX(τ)2 =

∫ 1

0

dt TX(t)2 =

∫ 1

0

dte(t)X(t)2 (2.31)

Äëÿ íóëåâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
∫
DXe−S[X;T ] = (det∆)−D/2, ãäå

det∆ = det

(
− 1

T 2

d2

dt2

)
=
∏
n>0

π2n2

T 2 (2.32)

èëè 4

D(T ) = − log det

(
− 1

T 2

d2

dt2

)
= −Tr log

(
− 1

T 2

d2

dt2

)
=

= −
∑
n>0

log
π2n2

T 2
=

∫ ∞

0

dt

t

∑
n>0

e−
π2n2t
T2

(2.34)

Ðÿä ïîä èíòåãðàëîì ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè t > 0, íî ñàì èíòåãðàë ïî ïàðàìåòðó ðàñõî-
äèòñÿ íà íèæíåì ïðåäåëå t→ 0. Ìîæíî ââåñòè ðåãóëÿðèçàöèþ - îáðåçàíèå ýòîãî èíòåãðàëà
ïðè ϵ2 > 0

D(T |ϵ) =
∫ ∞

ϵ2

dt

t

∑
n>0

e−
π2n2t
T2 =

t=T 2x

∫ ∞

ϵ2/T 2

dx

x

∑
n>0

e−π2n2x =

=

∫ 1

ϵ2/T 2

dx

x

∑
n>0

e−π2n2x +

∫ ∞

1

dx

x

∑
n>0

e−π2n2x =

≡ D0(T |ϵ) +D1

(2.35)

Âòîðîå ñëàãàåìîå íå çàâèñèò íå òîëüêî îò ϵ, íî è îò äëèíû òðàåêòîðèè T , è ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íîé êîíñòàíòîé (à íà êîíå÷íûå êîíñòàíòû â òåîðôèçèêå ÷àñòî ìîæíî ïðîñòî �íå
îáðàùàòü âíèìàíèÿ�).

4Ýòî âñå òå æå ôîðìàëüíûå ìàíèïóëÿöèè ñ ζ-ôóíêöèÿìè:

ζ∆(s) =
∑
k

λ−s
k =

1

Γ(s)

∫ ∞

0

dt

t
ts
∑
k

e−λkt = sζ∆(0)
′ +O(s2)

ζ∆(0)
′ = −

∑
k

λ−s
k log λk

∣∣∣∣∣
s=0

=

∫ ∞

0

dt

t

∑
k

e−λkt

(2.33)
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Äëÿ ìàíèïóëÿöèé ñ ïåðâûì ÷ëåíîì óäîáíî âñïîìíèòü ïðî òýòà-ôóíêöèè è òýòà-êîíñòàíòû:

θ(z|τ) =
∑
n∈Z

eiπτn
2+2πinz

θ(0|iπx) =
∑
n∈Z

e−π2n2x = 1 + 2
∑
n>0

e−π2n2x
(2.36)

è èõ ìîäóëÿðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ 5

θ(0| − 1/τ) = (−iτ)1/2θ(0|τ)

θ(0|iπx) = 1√
πx
θ(0|i/πx) = 1√

πx

(
1 + 2

∑
n>0

e−
n2

x

)
(2.39)

Òàêèì îáðàçîì:

D0(T |ϵ) =
∫ 1

ϵ2/T 2

dx

x

∑
n>0

e−π2n2x = 1
2

∫ 1

ϵ2/T 2

dx

x
(θ(0|iπx)− 1) =

= 1
2

∫ 1

ϵ2/T 2

dx

x

(
1√
πx

− 1

)
+

∫ 1

ϵ2/T 2

dx

x

1√
πx

∑
n>0

e−
n2

x =

= 1
2

∫ 1

ϵ2/T 2

dx

x

(
1√
πx

− 1

)
+

1√
π

∫ 1

0

dx

x3/2

∑
n>0

e−
n2

x

(2.40)

ãäå âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óæå ñõîäÿùèéñÿ èíòåãðàë (ïðè
ϵ→ 0), ò.å. îïÿòü íåçàâèñÿùóþ îò T êîíå÷íóþ êîíñòàíòó. Òåì ñàìûì ìû âûäåëèëè ðàñõî-

äèìîñòü

Dsing(T |ϵ) = 1
2

∫ 1

ϵ2/T 2

dx

x

(
1√
πx

− 1

)
= −

(
1√
πx

+ log
√
x

)∣∣∣∣1
ϵ2/T 2

=

=
T√
πϵ

− log
T

ϵ
− 1√

π
=

T√
πϵ

− log
T

ϵ
+ finite

(2.41)

5ßâëÿþùèåñÿ ñëåäñòâèåì ôîðìóë ïåðåñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà∑
k∈Z

δ(z − k) =
∑
n∈Z

e−2πinz,
∑
k∈Z

f(k) =
∑
n∈Z

∫
R
dzf(z)e−2πinz

(2.37)

äëÿ ôóíêöèè f(z) = e−π2xz2

ïðè x > 0∑
k∈Z

e−π2xk2

=
∑
n∈Z

∫
R
dze−π2xz2

e−2πinz =
∑
n∈Z

√
π

π
√
x
e−

n2

x (2.38)
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è ïîëó÷èëè, ÷òî

det

(
− 1

T 2

d2

dt2

)
≃ e−Dsing(T |ϵ) =

T

ϵ
exp

(
− T√

πϵ

)
(2.42)

ñ òî÷íîñòüþ äî êîíå÷íîé êîíñòàíòû.

2.5 Ïåðåíîðìèðîâêà: ïðîñòåéøèé âàðèàíò

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èíòåãðàëà ïî ïóòÿì ÷àñòèöû â D-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ïî-
ëó÷àåì ðàâåíñòâî (ñ òî÷íîñòüþ äî íåñóùåñòâåííûõ êîíå÷íûõ êîíñòàíò)

e−
1
2
Tm2

I(T ) = e
−T

2

(
m2− D√

πϵ

) ( ϵ
T

)D/2
(2.43)

è âèäèì, ÷òî îòâåò èìååò îñîáåííîñòè ïðè ϵ → 0 â äâóõ ìåñòàõ. Âàæíî, ÷òî îáå ýòè
îñîáåííîñòè óñòðàíèìû.

• Îáùèé ôàêòîð ϵD/2, ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî ìû ïûòàëèñü âûðàçèòü ìåðó ÷åðåç èíòåãðèðî-
âàíèå ïî êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå. Ýòî îïðåäåëåíèå ïëîõî ó÷èòûâàåò âêëàä íåäèôôå-
ðåíöèðóåìûõ òðàåêòîðèé 6, ïîýòîìó åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî
èìåííî òàêîãî îñîáîãî ìíîæèòåëÿ. Ê ñ÷àñòüþ, ñàì ýòîò ìíîæèòåëü íå çàâèñèò íè îò
êàêèõ ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ - ïðåæäå âñåãî îò äëèíû T =

∫ 1

0
dte(t), ïîýòîìó åãî

ìîæíî ïðîñòî �çàãíàòü â íîðìèðîâêó� ìåðû.

• Ñ ñèíãóëÿðíîé çàâèñèìîñòüþ îò ϵ â ýêñïîíåíòå ôîðìóëû (2.43) äåëî õóæå, íî èç-
áàâèòüñÿ îò íåãî ìîæíî î÷åâèäíûì îáðàçîì: ñ÷èòàòü ÷òî çàòðàâî÷íàÿ ìàññà ñàìà
çàâèñèò îò îáðåçàíèÿ ϵ, ò.å. m→ m0(ϵ), òàê ÷òî èìåííî

m2
0(ϵ)−

D√
πϵ

= m2 (2.44)

è ÿâëÿåòñÿ ðåàëüíîé ôèçè÷åñêîé ìàññîé ÷àñòèöû. Ýòà ïðîöåäóðà, íà ïåðâûé âçãëÿä
ïîëíàÿ ãëóïîñòü, íàçûâàåòñÿ êâàíòîâîé ïåðåíîðìèðîâêîé êëàññè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ
òåîðèè, è èìååò ðåàëüíûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë 7.

• Òåîðèè, â êîòîðûõ ñèíãóëÿðíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè ñíÿòèè îáðåçàíèÿ, ìîæíî óñòðà-
íèòü ïåðåîïðåäåëåíèåì èçíà÷àëüíî ñóùåñòâóþùèõ â íèõ ïàðàìåòðîâ, íàçûâàþòñÿ
ïåðåíîðìèðóåìûìè. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïåðåíîðìèðóåìîñòè äîñòàòî÷íî ïðîñò - â òà-
êèõ òåîðèÿõ ôèçèêà áîëüøèõ ðàññòîÿíèé íå çàâèñèò îò òîãî, ÷òî ïðîèñõîäèò íà
ìàëûõ. Â íàøåì ñëó÷àå - êâàíòîâûå ïîïðàâêè ê êëàññè÷åñêèì òðàåêòîðèÿì ÷àñòè-
öû ëèøü ñëåãêà ïîäïðàâëÿþò êëàññè÷åñêîå äâèæåíèå ïî ïðÿìûì, à âêëàäû ñòàðøèõ
Ôóðüå-ìîä íåñóùåñòâåííû.

6Ñì. çàäà÷ó ïðî âû÷èñëåíèå ñðåäíåãî êâàäðàòà ñêîðîñòè.
7Òàê íàïðèìåð â äàííîì ñëó÷àå ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî åñëè ìû âû÷èñëÿåì íà ðåøåòêå ñ øàãîì ϵ ñóììó∑
A→B e−mL(A,B), ãäå - L(A,B) ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è B, òî òàêàÿ ñóììà èìååò íåïðåðûâíûé

ïðåäåë òîëüêî åñëè ñäåëàòü çàòðàâî÷íóþ ìàññó çàâèñèìîé îò øàãà ðåøåòêè ϵ.
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2.6 Ìåðà íà îäíîìåðíûõ ìåòðèêàõ

Ðàçáåðåì ñíà÷àëà ïðîñòîé ïðèìåð äâóìåðíîãî èíòåãðàëà∫
dxdy

2π
f(
√
x2 + y2) =

∫
dϕ

2π

∫
rdrf(r) =

∫
rdrf(r) (2.45)

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ áóêâàëüíûì àíàëîãîì íàøåãî (áåñêîíå÷íîìåðíîãî!) èíòåãðàëà ïîñëå
îòîæäåñòâëåíèé ∫

De↔
∫
dxdy

2π
,

∫
Dξ

V
↔
∫
dϕ

2π
, r ↔ T, J(r) = r (2.46)

Çàìåòèì, ÷òî ÿêîáèàí ìîæíî âû÷èñëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• Ìåðà dxdy
2π

îòâå÷àåò äâóìåðíîé ìåòðèêå dx2 + dy2;

• Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÿêîáèàíà ∂(x,y)
∂(r,ϕ)

äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ãàóññîâ èíòåãðàëîì â êàñà-

òåëüíîì (âîçìîæíî òî÷íåå - êîêàñàòåëüíîì) ïðîñòðàíñòâå:

1 =

∫
d(δx)d(δy)

2π
e−

1
2((δx)

2+(δy)2) =

=
1

2π

∫
J(r)d(δr)d(δϕ)e−

1
2((δr)

2+r2(δϕ)2) =
J(r)

r

(2.47)

êîòîðûé ïðèâîäèò, åñòåñòâåííî, ê îæèäàåìîìó îòâåòó. Ýòî îäíà èç ðåàëèçàöèé èç-
âåñòíîãî òðþêà Ôàääååâà-Ïîïîâà.

Ïî àíàëîãèè, äëÿ ìåðû De ââåäåì ðåïàðàìåòðèçàöèîííî-èíâàðèàíòíóþ íîðìó â ïðî-
ñòðàíñòâå ìàëûõ âàðèàöèé δe

∥δe∥2 = (δe, δe) =

∫ 1

0

dte−1(δe)2 (2.48)

è ïîïûòàåìñÿ ââåñòè êîîðäèíàòû âî âçàèìíî-îðòîãîíàëüíûõ íàïðàâëåíèÿõ îòíîñèòåëüíî
ýòîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ïðè èíôèíèòåçèìàëüíîé çàìåíå ïàðàìåòðà íà òðàåêòîðèè
t→ t− ξ(t) îäíîìåðíàÿ ìåòðèêà ìåíÿåòñÿ ïî÷òè î÷åâèäíûì îáðàçîì

δεe = ξ̇e+ ξė =
d

dt
(ξe) (2.49)

è ñîâñåì î÷åâèäíî, ÷òî îðòîãîíàëüíûì ýòîìó íàïðàâëåíèþ (δξe, δT e) ïðè ξ(0) = ξ(1) = 0
áóäåò âàðèàöèÿ ðàçìåðà δT e =

δT
T
e, à íà ïîäìíîãîîáðàçèè ïîñòîÿííûõ ìåòðèê ïðîñòî

δT e(t) = δT (2.50)
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Áîëüøå íèêàêèõ íåçàâèñèìûõ íàïðàâëåíèé áûòü íå äîëæíî - çàìåíîé ïàðàìåòðà íà òðà-
åêòîðèè ëþáóþ îäíîìåðíóþ ìåòðèêó ìîæíî ñäåëàòü íå çàâèñÿùåé îò ýòîãî ïàðàìåòðà.
Ïðè ýòîì äëÿ ïîëíîé âàðèàöèè èç íîðìû (2.48) ïîëó÷èì

∥δe∥2 =
∫ 1

0

dte−1(δe)2 =

∫ 1

0

dte−1(δξe+ δT e)
2 =

=

∫ 1

0

dte−1

(
d

dt
(ξe)

)2

+
(δT )2

T 2

∫ 1

0

dte =

∫ 1

0

dt e3 ξ

(
−e−2 d

dt
e−1 d

dt
e

)
ξ +

(δT )2

T
=

=

∫ 1

0

dt e3 ξ∆ξ(e)ξ +
(δT )2

T
= (ξ,∆ξ(e)ξ) +

(δT )2

T

(2.51)

ãäå ìû ââåëè çàâèñÿùèé îò ìåòðèêè îïåðàòîð Ëàïëàñà è èíâàðèàíòíóþ íîðìó íà âåêòîð-
íûõ ïîëÿõ

∆ξ(e)ξ = −e−2 d

dt
e−1 d

dt
e · ξ, ∥ξ∥2 = (ξ, ξ) =

∫ 1

0

dt e3(t) ξ2(t) (2.52)

Ïîñëå ýòîãî ÿêîáèàí ïåðåõîäà îò ìåðû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ìåòðèêàì ìîæíî îïðåäåëèòü
ñòàíäàðòíûì îáðàçîì

1 =

∫
D(δe) e−

1
2
∥δe∥2 =

∫
d(δT )

∫
Dξ e−

1
2
∥δe∥2J(T ) =

= J(T )

∫
d(δT )e−

1
2

(δT )2

T

∫
Dξ e−

1
2
(ξ,∆ξ(T )ξ) = J(T )

√
T

det∆ξ(T )

(2.53)

ò.å. J(T ) =
√

det∆ξ(T )

T
, ãäå äåòåðìèíàíò îïåðàòîðà

∆ξ(T ) = −e−2 d

dt
e−1 d

dt
e

∣∣∣∣
e(t)=T

= − 1

T 2

d2

dt2
(2.54)

äåéñòâóþùåãî íà ôóíêöèÿõ (âåêòîðíûõ ïîëÿõ) ξ(t), 0 < t < 1, êîòîðûé ìû óæå âû÷èñëèëè
(2.42). Ñ ó÷åòîì ïåðåíîðìèðîâêè ìàññû è èçìåíåíèÿ íîðìèðîâêè ìåðû ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
∆ξ(T ) ≃ T , êàê è äåòåðìèíàíò îïåðàòîðà (2.32), âîçíèêàþùåãî èç êâàíòîâûõ ôëóêòóàöèé
êîîðäèíàò ÷àñòèöû.

Òàê äîñòàòî÷íî ÷àñòî áûâàåò, îêàçàëîñü ÷òî ÿêîáèàí ÷òî â ñëó÷àå òðàåêòîðèé ñ ôèêñè-
ðîâàííûìè êîíöàìè J(T ) = 1 (à íàïðèìåð äëÿ çàìêíóòûõ ïåòåëü - íå òàê!), à ñòàëî áûòü
èíòåãðàë ïî îäíîìåðíûì ìåòðèêàì

∫
De→

∫∞
0
dT ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðîâêè ñâîäèòñÿ ê

èíòåãðàëó ïî ôèçè÷åñêè ðàçëè÷íûì êîíôèãóðàöèÿì - äëèíàì òðàåêòîðèé, ñ ïðîñòåéøåé
èç âîçìîæíûõ ìåð.
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