
1 Ââîäíàÿ ëåêöèÿ

2 Êâàíòîâàíèå ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû

3 Êîíòèíóàëüíûé èíòåãðàë Ïîëÿêîâà

3.1 Èíòåãðàë äëÿ ñòðóíû Ïîëÿêîâà

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå, äëÿ ñòðóíû Ïîëÿêîâà ïî àíàëîãèè ìû äîëæíû íàïèñàòü

F =

∫
DgDX exp(−S[X, g]) (3.1)

ãäå äåéñòâèå ñòðóíû

S[X, g] = 1
2
T

∫
Σ

d2σ
√
ggαβ∂αX

µ∂βXµ +

∫
Σ

d2σ
(
µ2
0

√
g +Q0R

(2)√g
)

(3.2)

âîîáùå ãîâîðÿ óæå ñîäåðæèò êâàíòîâûå ñëàãàåìûå:

• ×ëåí µ2
0

∫
Σ
d2σ

√
g íóæåí äëÿ ïåðåíîðìèðîâêè âîçíèêàþùèõ ðàñõîäèìîñòåé èç ïðè ðå-

ãóëÿðèçàöèè äåòåðìèíàíòà ôëóêòóàöèé ïîëåé X - ïîëíûé àíàëîã ïåðåíîðìèðîâêè
ìàññû ÷àñòèöû. Îí î÷åâèäíî íåèíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé âåéëåâ-
ñêîé ñèììåòðèè êëàññè÷åñêîãî äåéñòâèÿ.

• Âêëàä Q0

∫
Σ
d2σR(2)√g = 4πQ0χ(Σ) = 8πQ0(1−p) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýéëåðîâó õàðàê-

òåðèñòèêó ïîâåðõíîñòè Σ = Σp (â òåîðèè çàìêíóòûõ ñòðóí, äëÿ ìèðîâûõ ëèñòîâ áåç
ãðàíèö). Òîãäà ýòîò âêëàä

e−Q0

∫
Σ d2σ

√
gR(2)

= e8πQ0(p−1) ≡ g2p−2
str (3.3)

ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñòðóííóþ êîíñòàíòó ñâÿçè, ñ÷èòàþùóþ âêëàäû ñòðóí-
íûõ ïåòåëü - òîïîëîãèé ìèðîâûõ ëèñòîâ, ò.å. âîîáùå ãîâîðÿ

F =
∑
p≥0

g2p−2
str

∫
Σp

DgDX exp(−S[X, g]) (3.4)

ñóììà ïî ñâÿçíûì äèàãðàììàì âñåõ òîïîëîãèé îïðåäåëÿåò ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ áîçîí-
íîé ñòðóíû.

Çàìåòèì îòäåëüíî, ÷òî åñëè ìåðû èíòåãðèðîâàíèÿ îïðåäåëÿòü ïî ðåïàðàìåòðèçàöèîííî-
èíâàðèàíòíûì íîðìàì

∥δX∥2 =
∫
Σ

d2σ
√
g(δX)2 (3.5)
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äëÿ ïîëåé-êîîðäèíàò è

∥δg∥2 =
∫
Σ

d2σ
√
g
(
gαα

′
gββ

′
δgαβδgα′β′ + C(gαβδgαβ)

2
)

(3.6)

äëÿ äâóìåðíîé ìåòðèêè, òî ýòè ìåðû òàêæå î÷åâèäíî âåéëåâñêè íåèíâàðèàíòíû.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èçó÷åíèÿ êîíòèíóàëüíîãî èíòåãðàëà Ïîëÿêîâà íàäî ñíà÷àëà ïî-
íÿòü, êàê âñå ââåäåííûå âåëè÷èíû çàâèñÿò îò êîíôîðìíîãî ôàêòîðà.

3.2 Ýëåìåíòû äâóìåðíîé ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè

Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âåêòîðíîãî ïîëÿ V = V µ(x) ∂
∂xµ íà ïðîèçâîëüíîì ìíîãîîáðàçèè M

âäîëü êðèâîé (òðàåêòîðèè) xµ = xµ(s) ñ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì (4-ñêîðîñòüþ) ξµ = dxµ/ds:

dV µ

ds
+ Γµ

νλV
νξλ = 0 (3.7)

ãäå {Γµ
νλ} - ïîêà àáû êàêèå (íå ñâÿçàííûå ñ ìåòðèêîé, âîîáùå ãîâîðÿ íå ñèììåòðè÷íûå ïî

íèæíèì èíäåêñàì) êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, çàäàþùåé ñòðóêòóðó ïàðàëëåëüíîñòè. Óðàâ-
íåíèå (3.7) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ξλ∇λV
µ =

dxλ

ds
∇λV

µ =
dxλ

ds

(
∂V µ

∂xλ
+ Γµ

νλV
ν

)
= 0 (3.8)

ãäå

∇λV
µ =

∂V µ

∂xλ
+ Γµ

νλV
ν ≡ V µ

;λ
(3.9)

áóäåì íàçûâàòü êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé, à åãî (îäíîçíà÷íîå!) ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì xµ(0) = xµP îïðåäåëÿåò ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âåêòîðà èç òî÷êè P âäîëü òðàåê-
òîðèè {xµ(s) : xµ(0) = xµP}.

• Ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà (p, q)-þ òåíçîðíóþ ñòåïåíü (êî)êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ T(p,q) =
(TM)⊗p ⊗ (T ∗M)⊗q: - îïåðàòîð êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ∇ : T(p,q) →
T(p,q+1) (êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïðåîáðàçóåòñÿ êàê òåíçîð - â îòëè÷èå, âîîáùå
ãîâîðÿ, îò îáû÷íîé ïðîèçâîäíîé!). Çà èñêëþ÷åíèåì ñêàëÿðà, äëÿ êîòîðîãî Φ ∈ T(0,0):
∇Φ ∈ T(0,1) è ∇µΦ = ∂µΦ. Âçÿâ â êà÷åñòâå ñêàëÿðíîé ôóíêöèè Φ = V µAµ = ιV (A) è
ïîëüçóÿñü

∇λ(V
µAµ) = (∇λV

µ)Aµ + V µ∇λ(Aµ) = ∂λ(V
µAµ) (3.10)

ëåãêî óâèäåòü, ÷òî èç (3.9), (3.10) ñëåäóåò

∇λAµ =
∂Aµ

∂xλ
− Γν

µλAν (3.11)

ïðàâèëî êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîìïîíåíò äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû;
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• Ïðåîáðàçîâàíèå ñâÿçíîñòè (ñëåäóåò èç êîâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèé (3.7))

Γλ
µν(x) = Γλ′

µ′ν′(x
′)
∂x′µ

′

∂xµ
∂x′ν

′

∂xν
∂xλ

∂x′λ′ +
∂2x′ρ

∂xµ∂xν
∂xλ

∂x′ρ
(3.12)

íåîäíîðîäíî. Íàïðèìåð, â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî â äåêàðòîâîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò Γλ

µν = 0, à â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ âîîáùå ãîâîðÿ Γλ
µν ̸= 0.

Îäíàêî, òåíçîð êðó÷åíèÿ (Γλ
µν − Γλ

νµ) - ïðåîáðàçóåòñÿ îäíîðîäíî. Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü
(ýêñïåðèìåíò?), ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçóìíîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

Γλ
µν − Γλ

νµ = 0 (3.13)

Ñâÿçíîñòü, ñîãëàñîâàííàÿ ñ ìåòðèêîé. Ïóñòü ìåòðèêà íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïàðàëëåëü-
íîì ïåðåíîñå, ò.å.

∇λgµν = ∂λgµν − Γρ
λµgρν − Γρ

λνgµρ = 0 (3.14)

Ïðè îòñóòñòâèè êðó÷åíèÿ Γλ
µν = Γλ

νµ, èñïîëüçóÿ ýòî óðàâíåíèå (íàïèñàâ åãî 3 ðàçà öèêëè-
÷åñêè ïåðåñòàâëÿÿ èíäåêñû), ëåãêî ïîëó÷èòü ôîðìóëó

Γν
µλ = 1

2
gνρ (∂µgλρ + ∂λgµρ − ∂ρgµλ) (3.15)

äëÿ êîýôôèöèåíòîâ òàêîé ñâÿçíîñòè èëè ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ.

Òåíçîð êðèâèçíû. Âû÷èñëèì êîììóòàòîð êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ â ãðàâèòàöèè.
Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì äåéñòâèå îïåðàòîðà êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íà 1-
ôîðìó: Aµ;λ = ∇λAµ. Òîãäà

Aµ;λ = ∇λAµ =
∂Aµ

∂xλ
− Γν

µλAν

Aµ;λ;ρ = ∇ρ∇λAµ = ∂ρ (∇λAµ)− Γν
µρ∇λAν − Γν

λρ∇νAµ

(3.16)

è
Aµ;λ;ρ − Aµ;ρ;λ = ∂ρ (∇λAµ)− ∂λ (∇ρAµ) + Γν

µλ∇ρAν − Γν
µρ∇λAν (3.17)

ò.ê. ïîñëåäíèé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (3.16) ñîêðàùàåòñÿ ïðè àíòèñèììåòðèçàöèè èç-çà ñèì-
ìåòðè÷íîñòè ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ. Äàëåå

Aµ;λ;ρ − Aµ;ρ;λ =

= ∂ρ
(
∂λAµ − Γν

µλAν

)
− ∂λ

(
∂ρAµ − Γν

µρAν

)
+

+Γν
µλ

(
∂ρAν − Γσ

νρAσ

)
− Γν

µρ (∂λAν − Γσ
νλAσ) =

= ∂λ
(
Γν
µρAν

)
− ∂ρ

(
Γν
µλAν

)
+ Γν

µλ∂ρAν − Γν
µρ∂λAν+

+
(
Γν
µρΓ

σ
νλ − Γν

µλΓ
σ
νρ

)
Aσ = Rσ

µλρAσ

(3.18)
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ò.å. [∇ρ,∇λ]Aµ = Rσ
µλρAσ ãäå

Rσ
µλρ = ∂λΓ

σ
µρ − ∂ρΓ

σ
µλ + Γν

µρΓ
σ
νλ − Γν

µλΓ
σ
νρ (3.19)

íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì êðèâèçíû Ðèìàíà(-Êðèñòîôôåëÿ).

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà òåíçîðà êðèâèçíû:

• Î÷åâèäíî, ÷òî Rσ
µλρ = −Rσ

µρλ. Ââåäåì Rνµλρ = gνσR
σ
µλρ. Òîãäà

Rµνλρ = −Rνµλρ, Rµνλρ = −Rµνρλ

Rµνλρ = Rλρµν

(3.20)

Êðîìå òîãî, ëþáàÿ öèêëè÷åñêàÿ ñóììà ïî 3-ì èíäåêñàì çàíóëÿåòñÿ, íàïðèìåð

Rµνλρ +Rµρνλ +Rµλρν = 0 (3.21)

• Âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî(à) Áèàíêè

∇νR
σ
µλρ +∇ρR

σ
µνλ +∇λR

σ
µρν = 0 (3.22)

• Ìîæíî, êîíå÷íî, ðàññìîòðåòü äåéñòâèå êîììóòàòîðà [∇µ,∇ν ] è â äðóãèõ ðàññëîåíèÿõ
- ôîðìóëû áóäóò àíàëîãè÷íû, íàïðèìåð

V λ
;µ;ν − V λ

;ν;µ = −V σRλ
σµν

Bλρ;µ;ν −Bλρ;ν;µ = BσρR
σ
λµν +BλσR

σ
ρµν

(3.23)

è ò.ä. Ïåðâîå èç ýòèõ óðàâíåíèé ýêâèâàëåíòíî óòâåðæäåíèþ, ÷òî â êðèâîì ïðîñòðàí-
ñòâå ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âåêòîðà, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò âûáîðà ïóòè.

• Óäîáíî ââåñòè ñèììåòðè÷íûé òåíçîð Ðè÷÷è è ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó

Rµν = Rσ
µσν = gλρRλµρν

R = gµνRµν

(3.24)

Çàìåòèì, ÷òî â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå âñå êîìïîíåíòû òåíçîðà êðèâèçíû Rµνλρ = 0,
÷òî îòíþäü íå ñâîäèòñÿ ê R = 0 (îäíî óðàâíåíèå) èëè Rµν = 0 (ðè÷÷è-ïëîñêèå
ïðîñòðàíñòâà: 10 óðàâíåíèé â 4-ìåðèè, à ó òåíçîðà êðèâèçíû 20 íåçàâèñèìûõ êîì-
ïîíåíò).

Èñêëþ÷åíèÿ ñîñòàâëÿþò ïðîñòðàíñòâà ìàëîé ðàçìåðíîñòè:

• Îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî âñåãäà ïëîñêîå: e(τ)dτ = ds âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü ïîñòî-
ÿííîé âûáîðîì êîîðäèíàò;
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• Â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íåòðèâèàëüíàÿ êîìïîíåíòà ó
Rµνλρ, ïîýòîìó âñå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñàìó ìåòðèêó è ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó R = R(2),
íàïðèìåð òåíçîð Ðè÷÷è

Rµν = 1
2
gµνR, µ, ν = 1, 2 (3.25)

Â ÷àñòíîñòè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â äâóìåðèè

δ

∫
d2σ

√
gR ∼ δ

∫
d2σ

√
g δgµν

(
Rµν − 1

2
gµνR

)
≡ 0 (3.26)

âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ Ãèëüáåðòà îáðàùàåòñÿ â íóëü òîæäåñòâåííî, ÷òî â ÷àñòíîñòè îçíà-
÷àåò, ÷òî

∫
d2σ

√
gR íå çàâèñèò îò ëîêàëüíûõ èçìåíåíèé ìåòðèêè è ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò.

• Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Rµνλρ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç òåíçîð Ðè÷÷è Rµν . Â ÷àñòíîñòè,
ëþáîå òðåõìåðíîå ðè÷÷è-ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì.

3.3 Êîíôîðìíàÿ àíîìàëèÿ

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåïàðàìåòðèçàöèîííàÿ èíâàðèàíòíîñòü ñîõðàíÿåòñÿ ïðè êâàíòîâàíèè.
Èíà÷å íåëüçÿ - íèêàêàÿ ðàçóìíàÿ êâàíòîâàÿ òåîðèÿ íå ìîæåò çàâèñåòü îò âûáîðà êî-
îðäèíàò íà íåíàáëþäàåìîì ìèðîâîì ëèñòå Σ. Òàê îáñòîèò äåëî ñ îïðåäåëåííîé ÷àñòüþ
ñèììåòðèé - êàæåòñÿ íåðàçóìíûì ñ÷èòàòü, ÷òî áóäó÷è ñèììåòðèÿìè êëàññè÷åñêîé òåîðèè
îíè âäðóã ñòàíóò íàðóøàòüñÿ â êâàíòîâîé (êàëèáðîâî÷íàÿ ñèììåòðèÿ, Ëîðåíö-Ïóàíêàðå
èòï). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷àñòü ñèììåòðèé ìîæåò íàðóøàòüñÿ ïðè êâàíòîâàíèè �åñòåñòâåí-
íûì îáðàçîì�. Ê òàêèì îòíîñèòñÿ, íàïðèìåð, ìàñøòàáíàÿ èíâàðèàíòíîñòü. Õîðîøî èç-
âåñòíî, ÷òî, íàïðèìåð, â àñèìïòîòè÷åñêè-ñâîáîäíîé áåçìàññîâîé ÊÕÄ èëè ãëþîäèíàìèêå,
ìàñøòàáíî-èíâàðèàíòíîé íà êëàññè÷åñêîì óðîâíå, â êâàíòîâîé òåîðèè âîçíèêàåò ðàçìåð-
íûé ïàðàìåòð (ðàçìåðíàÿ òðàíñìóòàöèÿ) - ðàçìåð àäðîíîâ.

Âåéëåâñêóþ ñèììåòðèþ1 gαβ → Λ(σ)gαβ â äâóìåðèè ìîæíî ñ÷èòàòü �ëîêàëèçàöèåé�
ìàñøòàáíîé èíâàðèàíòíîñòè. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå òåîðèè íà ñôåðå çàìåíîé êîîðäèíàò
ìåòðèêó âñåãäà ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

ds2 = ρ(z, z̄)dzdz̄ = ρ(σ1, σ2)(dσ
2
1 + dσ2

2) (3.27)

è âåéëåâñêàÿ ñèììåòðèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â (ìóëüòèïëèêàòèâíûé) ñäâèã êîíôîðìíîãî ôàêòî-
ðà ρ(z, z̄) → Λ(z, z̄)ρ(z, z̄). Äëÿ êëàññè÷åñêîãî äåéñòâèÿ, èíâàðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíî ýòîé
ñèììåòðèè, ìû ïðîñòî ïîëó÷èì S = 1

2

∫
d2σ∂αX

µ∂αXµ, íî ðåçóëüòàò ãàóññîâà èíòåãðèðî-
âàíèÿ ∫

DX exp

(
−1

2

∫
d2σ∂αX

µ∂αXµ

)
=

∫
DXe−

1
2
(X,∆0X) = (det∆0)

−D/2 (3.28)

1×àñòî íåòî÷íî íàçûâàåìóþ êîíôîðìíîé, õîòÿ òåðìèíû �êîíôîðìíàÿ� è �âåéëåâñêàÿ� àíîìàëèÿ ïî-

âèäèìîìó èäåíòè÷íû.
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âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äåòåðìèíàíò çàâèñÿùåãî îò êîíôîðìíîãî ôàêòîðà îïåðàòîðà

∆0[ρ] = − 1
√
g
∂α

√
ggαβ∂β

∣∣∣∣
gαβ=ρδαβ

= −ρ−1∂α∂α (3.29)

ïðîïîðöèîíàëüíîãî îïåðàòîðó Ëàïëàñà â ïëîñêîé ìåòðèêå.

Çàâèñèìîñòü äåòåðìèíàíòà ýòîãî îïåðàòîðà îò êîíôîðìíîãî ôàêòîðà îïèñûâàåòñÿ ôîð-
ìóëîé

−g
αβ

√
g

δ

δgαβ
log det∆0 = gαβ⟨tαβ⟩ = a0R + b0 (3.30)

ãäå â êîíôîðìíîé êàëèáðîâêå R = −1
2
ρ−1∂α∂α log ρ, à âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ a0 è b0

(ðàâíûõ íóëþ â êëàññè÷åñêîé òåîðèè) ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç çàäà÷ êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ
- â äàííîì ñëó÷àå - òåîðèè ñâîáîäíûõ äâóìåðíûõ áåçìàññîâûõ ñêàëÿðíûõ ïîëåé.

Ïî÷åìó ôîðìóëà (3.30) èìååò èìåííî òàêîé âèä? Êîíå÷íî ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó-
÷àòü ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, íî îí î÷åâèäåí è èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé:

• gαβ⟨tαβ⟩ - êâàíòîâîå ñðåäíåå îò ñêàëÿðíîãî îïåðàòîðà, êîòîðîå ìîæåò çàâèñåòü îò
åäèíñòâåííîé ñêàëÿðíîé õàðàêòåðèñòèêè ìåòðèêè, êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíàÿ êðè-
âèçíà. Òàêèì îáðàçîì, â ïðàâîé ÷àñòè (3.30) ñòîèò ôóíêöèÿ îò êðèâèçíû, è óòî÷íåí-
íîå óòâåðæäåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ëèíåéíà.

• Ïðîâåäåì ðàçìåðíûé àíàëèç. Â òåîðèè ñòðóí åñòü ðàçíûå ñïîñîáû ïðèïèñûâàòü
ðàçìåðíîñòè ïåðåìåííûì, íî ñåé÷àñ âîñïîëüçóåìñÿ äâóìåðíîé èíòåðïðåòàöèåé. Äëÿ
êâàäðàòè÷íîãî äåéñòâèÿ íà ìèðîâîì ëèñòå åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ïîëÿ: ñêàëÿ-
ðû X è ìåòðèêà gαβ - áåçðàçìåðíû, à êîîðäèíàòû σ èìåþò ðàçìåðíîñòü äëèíû. Òîãäà
òåíçîð ýíåðãèè èìïóëüñà - îïåðàòîð ðàçìåðíîñòè 2 (äâå ïðîèçâîäíûå), è ôóíêöèÿ
äîëæíà áûòü ðàçìåðíîñòè 2. Ýòî, â ÷àñòíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî êîíñòàíòà b0 - ðàçìåð-
íîñòè 2, à a0 - áåçðàçìåðíà.

Êîíñòàíòû ìîãóò çàâèñåòü òîëüêî îò îáðåçàíèÿ ds2 = gαβdσ
αdσβ > ϵ → 0, åñëè

ìû âûáèðàåì åãî êàê îáðåçàíèå ìàëûõ ðàññòîÿíèé. Òîãäà ôóíêöèÿ êðèâèçíû áóäåò
èìåòü ðàçëîæåíèå

f(R) =
B0

ϵ
+ a0R +

∑
n>0

ϵnCnR
n

ò.å. b0 =
B0

ϵ
- ðàñõîäÿùàÿñÿ ïðè ϵ→ 0 êîíñòàíòà. Ìû óæå âñòå÷àëèñü ñ ýòèì ýôôåê-

òîì äëÿ ÷àñòèöû, ãäå îí ïðèâîäèë ê ïåðåíîðìèðîâêå ìàññû m2
∫
e(t)dt, òî æå ñàìîå

è â äâóìåðèè - ýòà ðàñõîäèìîñòü ïîãëîùàåòñÿ ïåðåíîðìèðîâêîé ðàçìåðíîé êîñìî-
ëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé µ2

∫
d2σ

√
g. À ñóììà ïî ïîëîæèòåëüíûì ñòåïåíÿì îáðåçàíèÿ

èñ÷åçàåò ïðè ϵ→ 0, ïðèâîäÿ ê ôîðìóëå (3.30).
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3.4 Ìåðà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî äâóìåðíûì ìåòðèêàì

Àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ ââåäåì êîîðäèíàòû â ïðîñòðàíñòâå äâóìåðíûõ ìåòðèê
ñ ïîìîùüþ èíôèíèòåçèìàëüíîé âàðèàöèè (∇αεβ = ∂αεβ −Γγ

αβεγ - êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîä-
íàÿ, ∇γgαβ = 0), ðàññìîòðåâ âàðèàöèþ â îêðåñòíîñòè gαβ = ρδαβ

δgαβ = ∇αεβ +∇βεα + gαβδφ = ∇αεβ +∇βεα − gαβ∇γεγ + (δφ+∇γεγ)gαβ =

= (L · ε)αβ + gαβδφ̃
(3.31)

ãäå äëÿ óäîáñòâà ââåäåíû
ρ = eφ, δρ = ρδφ (3.32)

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî ðàçëîæåíèÿ â èíâàðèàíòíóþ íîðìó (3.6) äàåò

∥δg∥2 =
∫
Σ

d2σ
√
g
(
gαα

′
gββ

′
(L · ε)αβ(L · ε)α′β′ + 2(1 + 2C)(δφ̃)2

)
(3.33)

Îïåðàòîð
(L · ε)αβ = ∇αεβ +∇βεα − gαβ∇γεγ (3.34)

äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà âåêòîðíûõ ïîëåé δσα = εα(σ) íà ïîâåðõíîñòè Σ â ïðîñòðàíñòâî
ñèììåòðè÷íûõ áåññëåäîâûõ òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà. Â êîíôîðìíîé ìåòðèêå gαβ = ρ(σ)δαβ
â êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàòàõ ds2 = ρ(z, z̄)dzdz̄

gzz̄ =
1
2
ρ, gzz̄ = 2ρ−1, Γz

zz = ∂z log ρ, Γz̄
z̄z̄ = ∂z̄ log ρ, R = −2ρ−1∂z∂z̄ log ρ (3.35)

êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé εz =
1
2
ρεz̄ = 1

2
ρε̄, εz̄ =

1
2
ρεz = 1

2
ρε èìåþò

âèä:

∇zε = ρ−1∂z(ρε), ∇z̄ε = ∂z̄ε

(L · ε)zz = 2∇zεz = ρ∂ε̄, (L · ε)z̄z̄ = 2∇z̄εz̄ = ρ∂̄ε

(L · ε)zz = gzz̄gzz̄(L · ε)z̄z̄ = 4ρ−1∂̄ε, (L · ε)z̄z̄ = gzz̄gzz̄(L · ε)zz = 4ρ−1∂ε̄

(3.36)

à êâàäðàòè÷íàÿ ïî âåêòîðíûì ïîëÿì êîìáèíàöèÿ â âûðàæåíèè äëÿ íîðìû ïðåâðàùàåòñÿ
â

1

8

∫
Σ

d2σ
√
ggαα

′
gββ

′
(L · ε)αβ(L · ε)α′β′ =

1

4

∫
Σ

d2σ
√
g(L · ε)zz(L · ε)z̄z̄gzz̄gzz̄ =

=

∫
Σ

d2σρ∂ε̄∂̄ε =

∫
Σ

d2σρ2ε̄
(
−ρ−2∂ρ∂̄

)
ε = (ε̄,∆−1ε)

(3.37)

ãäå îïåðàòîð
∆−1[ρ] = −ρ−2∂ρ∂̄ (3.38)
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äåéñòâóþùèé íà âåêòîðíûõ ïîëÿõ ââåäåí ñîãëàñîâàííî ñ ðåïàðàìåòðèçàöèîííî-èíâàðèàíòíîé
íîðìîé

∥ε∥2 = (ε̄, ε) =

∫
Σ

d2σρ2ε̄ε (3.39)

Îñòàëîñü ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèå ñ ìåðîé∫
Dg =

∫
Dε̄Dε

V

∫
Dφ · J [ρ] (3.40)

è âû÷èñëåíèåì ÿêîáèàíà

1 =

∫
D(δg) exp

(
−1

8
∥δg∥2

)
= J [ρ]

∫
Dε̄DεD(δφ̃) exp

(
−1

8
∥δg∥2

)
=

= J [ρ]

∫
Dε̄Dεe−(ε̄,∆−1ε)

∫
D(δφ̃) exp

(
−1 + 2C

4

∫
Σ

d2σρ(δφ̃)2
) (3.41)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë (íàïðèìåð, ïðè óäîáíîì âûáîðå êîíñòàíòû C = 1
2
)

îïðåäåëÿåò ìåðó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî êîíôîðìíîìó ôàêòîðó∫
D(δφ) exp

(
−1

2

∫
Σ

d2σρ(δφ)2
)

= 1 (3.42)

÷åðåç íåëèíåéíóþ íîðìó

∥δφ∥2 =
∫
Σ

d2σρ(δφ)2 =

∫
Σ

d2σeφ(δφ)2 (3.43)

Òîãäà ÿêîáèàí çàìåíû î÷åâèäíî ðàâåí

J [ρ] = det∆−1[ρ] = det
(
−ρ−2∂ρ∂̄

)
(3.44)

äåòåðìèíàíòó îïåðàòîðà Ëàïëàñà, äåéñòâóþùåãî íà âåêòîðíûå ïîëÿ èëè (−1)-äèôôåðåíöèàëû.

3.5 Êîíôîðìíàÿ àíîìàëèÿ äâóìåðíîé ãåîìåòðèè

Òàêèì îáðàçîì, çàâèñèìîñòü ìåðû â ïîëíîì êîíòèíóàëüíîì èíòåãðàëå
∫
DgDX îïðåäå-

ëÿåòñÿ îòíîøåíèåì äåòåðìèíàíòîâ
det∆−1

det∆
D/2
0

(3.45)

ãäå â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå - ÷àñòíûå ñëó÷àè îïåðàòîðîâ

∆j[ρ] = −ρj−1∂ρ−j ∂̄ (3.46)
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(ïðè j = 0 ìû ïîëó÷àåì (3.29)), äåéñòâóþùèå î÷åâèäíîé öåïî÷êîé â ïðîñòðàíñòâàõ

Ωj,0
∂̄→ Ωj,1

ρ−j

→ Ω0,1−j
∂→ Ω1,1−j

ρj−1

→ Ωj,0
(3.47)

â ïðîñòðàíñòâàõ (n,m)-äèôôåðåíöèàëîâ Ωn,m ∋ ωn,m(dz)
n(dz̄)m. Ìû âîñïîëüçîâàëèñü çäåñü

òåì, ÷òî
∇z̄ωj,0 = ∂z̄ωj,0, ∇zω0,k = ∂zω0,k (3.48)

è âñå îïåðàöèè õîðîøî îïðåäåëåíû. Íàñ èíòåðåñóåò ñëó÷àè j = −1 è j = 0, íî îíè ëåãêî
îáîáùàåòñÿ íà ïðîèçâîëüíûé �ñïèí� j ∈ Z/2.

Ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì ñêàëÿðíûõ ïîëåé äëÿ äåòåðìèíàíòîâ îïåðàòîðîâ (3.46) ìîæíî
íàïèñàòü

−g
αβ

√
g

δ

δgαβ
log det∆j = gαβ⟨t(j)αβ⟩ = ajR + bj (3.49)

òî åñòü êîíôîðìíàÿ àíîìàëèÿ äàåòñÿ òîé æå ñòðóêòóðîé, ÷òî è â (3.30), íî, âîîáùå ãîâîðÿ,
ñ äðóãèìè êîýôôèöèåíòàìè - çàâèñÿùèìè îò âèäà êîíôîðìíîé òåîðèè. ×òî æå ýòî çà
òåîðèÿ â äàííîì ñëó÷àå?

3.6 Ãðàññìàíîâû èíòåãðàëû è ôåðìèîíû

Çàìåòèì, ÷òî åñëè îïðåäåëèòü èíòåãðàë ïî àíòèêîììóòèðóþùèì èëè ãðàññìàíîâûì ÷èñ-
ëàì (ýëåìåíòàì Z2-ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû Ãðàññìàíà)

θiθj + θjθi = 0, i, j = 1, . . . , n (3.50)

ïðàâèëàìè Áåðåçèíà ∫
dθi = 0,

∫
dθi θj = δij, i, j = 1, . . . , n (3.51)

òî òàêèå èíòåãðàëû ëåãêî âû÷èñëèòü äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

f(θ) = f0 + ψiθi +
1
2
fijθiθj + . . .+ fi1...inθi1 . . . θin (3.52)

íàïðèìåð ∫
dnθ exp

(∑
Aijθiθj

)
=

∫ n∏
i=1

dθi exp
(∑

Aijθiθj

)
=

= ±2n/2 detA1/2 = ±2n/2Pfaff(A)

(3.53)

ãäå Aij = −Aji. Àíàëîãè÷íî äëÿ �êîìïëåêñíîé âåðñèè� ãðàññìàíîâûõ ïåðåìåííûõ∫
d2nθ exp

(∑
Bij θ̄iθj

)
=

∫ n∏
i=1

dθ̄idθi exp
(∑

Bij θ̄iθj

)
= ± detB (3.54)
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ò.å. äåòåðìèíàíòû ïðè ýòîì âîçíèêàþò â ïîëîæèòåëüíûõ ñòåïåíÿõ! Ïîëüçóÿñü ýòèìè ïðà-
âèëàìè, äëÿ îïåðàòîðà (3.46) ìîæíî ôîðìàëüíî íàïèñàòü

det
(
−ρj−1∂ρ−j ∂̄

)
=

∫
Dc̄Dc exp

(∫
Σ

d2σρ1−j c̄
(
−ρj−1∂ρ−j ∂̄

)
c

)
(3.55)

â âèäå èíòåãðàëà Áåðåçèíà ïî âñïîìîãàòåëüíûì ãðàññìàíîâûì ïîëÿì - äóõàì äëÿ ïàðà-
ìåòðîâ ðåïàðàìåòðèçàöèé ε, ε̄. Ýòîò èíòåãðàë ëåãêî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó∫

Dc̄Dc exp

(∫
Σ

d2σρ1−j c̄
(
−ρj−1∂ρ−j ∂̄

)
c

)
=

∫
Dc̄Dc exp

(∫
Σ

d2σρ−j∂c̄∂̄c

)
=

=

∫
Db̄Dc̄ DbDc exp

(
−
∫
Σ

d2σρj b̄b+

∫
Σ

d2σ
(
b∂̄c+ b̄∂c̄

))
=

=

∫
Db̄Dc̄ DbDc exp

(∫
Σ

d2σ
(
b∂̄c+ b̄∂c̄

))
(1−

∫
Σ

d2σρj b̄b+ . . .)

(3.56)

×àñòü çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ïîëåé b è b̄ ñâÿçàíà ñ íóëåâûìè ìîäàìè è ìû ïîêà íå áóäåì åå
ðàññìàòðèâàòü. Äëÿ èçó÷åíèÿ àíîìàëèè (3.49) íàì äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ îñíîâíûìè
ñâîéñòâàìè äâóìåðíîé êîíôîðìíîé òåîðèè äëÿ ãðàññìàíîâûõ ïåðåìåííûõ

Sbc =

∫
Σ

d2σ
(
b∂̄c+ b̄∂c̄

)
(3.57)

ñ êâàäðàòè÷íûì äåéñòâèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà. Äåéñòâèå (3.57) îïðåäåëåíî äëÿ ëþáûõ äâîé-
ñòâåííûõ ïàð (j, 0)-äèôôåðåíöèàëîâ c è (1 − j, 0)-äèôôåðåíöèàëîâ b, è èì êîìïëåêñíî-
ñîïðÿæåííûõ, õîòÿ áóêâàëüíî äëÿ ñòðóíû Ïîëÿêîâà íàì íóæåí ñëó÷àé j = −1, 1− j = 2.
Ãðàññìàíîâû ïåðåìåííûå, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ÿêîáèàí çàìåíû ïåðåïèñûâàåòñÿ ÷åðåç äî-
ïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë, íàçûâàþòñÿ äóõàìè Ôàääååâà-Ïîïîâà.
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