
Àëãåáðà, ëèñòîê 2 (êðàéíèé ñðîê ñäà÷è � 23 îêòÿáðÿ)

1. Ïóñòü K � ïîäïîëå L , ïðè÷åì L êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä K èìå-

åò êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü m . Äîêàæèòå, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò L ÿâëÿåòñÿ

êîðíåì ìíîãî÷ëåíà ñ êîýôôèöèåíòàìè â K ñòåïåíè íå âûøå m .

2. B ñòàäå 101 êîðîâà. Åñëè óâåñòè ëþáóþ îäíó, òî îñòàâøèõñÿ ìîæíî ðàç-

äåëèòü íà äâå ÷àñòè ïî 50 êîðîâ òàê, ÷òî ñóììàðíûé âåñ êîðîâ ïåðâîé

÷àñòè ðàâåí ñóììàðíîìó âåñó êîðîâ äðóãîé ÷àñòè. Ðàññìîòðèòå ýòè ðà-

âåíñòâà êàê ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà âåñà êîðîâ è äîêàæèòå, ÷òî

âñå êîðîâû âåñÿò îäèíàêîâî, åñëè èõ âåñà � ýëåìåíòû ïîëÿ a) F2 , b) R .
3. ×åìó ìîæåò è ÷åìó íå ìîæåò áûòü ðàâåí ðàíã ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìàòðèö,

åñëè îíè èìåþò ðàçìåð n × n è ðàíãè p è q ñîîòâåòñòâåííî? a) n = 2 ,
b) n ïðîèçâîëüíîå.

4. Äîêàæèòå, ÷òî êâàäðàò ìàòðèöû ðàíãà 1 ïðîïîðöèîíàëåí åé ñàìîé.

5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé f è g : V → V èìåþò

ìåñòî âêëþ÷åíèÿ Ker(f ◦g) ⊃ Kerg è Im(f ◦g) ⊂ Imf . Ïðèâåäèòå ïðèìåð
f è g , äëÿ êîòîðûõ îáà âêëþ÷åíèÿ ñòðîãèå.

6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ V → V ðàíãà 1 â

ïðîñòðàíñòâå V íàéäåòñÿ áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ (ai,j)
èìååò åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé ýëåìåíò: ëèáî a1,2 = 1 , ëèáî a1,1 , ïðè÷åì
äëÿ êàæäîãî îòîáðàæåíèÿ ðåàëèçóåòñÿ ðîâíî îäèí èç ýòèõ äâóõ ñëó÷àåâ.

a) dimV 6 3 , b) dimV ïðîèçâîëüíàÿ.

7. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà Vn = det


1 1 . . . 1
x1 x2 . . . xn

.

.

.

.

.

.

xn−2
1 xn−2

2 . . . xn−2
n

xn−1
1 xn−1

2 . . . xn−1
n

 :

äîêàæèòå, ÷òî Vn êàê ôóíêöèÿ îò xn a) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè

n−1 ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì Vn−1 è b) èìååò êîðíè x1, x2, . . . , xn−1 ;

c) îïèðàÿñü íà ýòè äàííûå, íàéäèòå Vn . ×åìó ðàâåí îïðåäåëèòåëü Âàí-

äåðìîíäà, â êîòîðîì i-þ ñòðîêó çàìåíèëè d) íà
(
f(x1), f(x2), . . . , f(xn)

)
,

ãäå f � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè i ñ åäèíè÷íûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì?

e) íà (xn
1 , x

n
2 , . . . , x

n
n)?

8. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå F : V → V íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíûì, åñëè

F n = 0 äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N . Äëÿ òàêîãî îòîáðàæåíèÿ a) ïðè dimV 6 3
è b) ïðè ïðîèçâîëüíîé dimV äîêàæèòå, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå V åñòü áà-

çèñ, â êîòîðîì ó ìàòðèöû îòîáðàæåíèÿ (ai,j) åäèíñòâåííûìè íåíóëåâûìè
ýëåìåíòàìè áóäóò ai,i+1 = 1 äëÿ íåêîòîðûõ i . c) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè F
íèëüïîòåíòíî, òî F dimV = 0 .

9. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå íàðèñîâàí ïî ëèíèÿì ñåòêè ïðÿìîóãîëüíèê, è â

êëåòêàõ, ãðàíè÷àùèõ ñ êîíòóðîì ïðÿìîóãîëüíèêà ñ âíåøíåé ñòîðîíû,

íàïèñàíû ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî âî âñåõ êëåòêàõ ïðÿìî-

óãîëüíèêà ìîæíî ðàññòàâèòü ÷èñëà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êàæäîå èç íèõ

ðàâíÿëîñü áû ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó åãî ÷åòûðåõ ñîñåäåé.


