
ËÈÑÒÎÊ 1. Ïîâåðõíîñòíûå ìåðû è îáúåì

Àíàëèç, 2 êóðñ, 30.09.2015

1�1 Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî íåïóñòîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U ⊂ Rn íàéäåòñÿ êîíå÷-
íîå èëè ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî îòêðûòûõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êðóãîâ â U , äîïîëíåíèå
îáúåäèíåíèÿ êîòîðûõ äî U èìååò ìåðó íóëü.

1�2 Äîêàçàòü, ÷òî âíåøíÿÿ ìåðà Ëåáåãà λ∗n íà Rn, çàäàííàÿ ôîðìóëîé

λ∗n(A) = inf
{ ∞∑

j=1

|Pj| : A ⊂
∞⋃

j=1

Pj

}
,

ãäå inf áåðåòñÿ ïî âñåì ïîêðûâàþùèì A êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì íàáîðàì ïàðàëëåëåïèïåäîâ
Pj âèäà Pj = (a1, b1)× · · · × (an, bn) è |Pj| � îáúåì Pj, èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ
è îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

1�3 Ïóñòü n ∈ N. Çàôèêñèðóåì ÷èñëî α ∈ (0, n]. Äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà A â Rn åãî
âíåøíÿÿ α-ìåðà Õàóñäîðôà Hα(A) çàäàåòñÿ òàê. Ïðè ôèêñèðîâàííîì δ > 0 ïîëîæèì

Hα
δ (A) = inf

{ ∞∑
k=1

|diam Qk|α, A ⊂
∞⋃

k=1

Qk, diam Qk ≤ δ
}

,

ãäå inf áåðåòñÿ ïî âñåì ñ÷åòíûì ïîêðûòèÿì A çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè äèàìåòðà íå
áîëåå δ. Ñóùåñòâóåò (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íûé) ïðåäåë

Hα(A) := lim
δ→0

Hα
δ (A) = sup

δ>0
Hα

δ (A).

Äîêàçàòü, ÷òî Hα íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñäâèãàõ è îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ.

1�4 Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : Rn → Rm ëèïøèöåâî ñ ïîñòîÿííîé L. Äîêàçàòü, ÷òî

Hα(f(A)) ≤ LαHα(A).

1�5 Äîêàçàòü, ÷òî Hn ñîâïàäàåò ñ cnλ
∗
n è íàéòè cn.

1�6 Äîêàçàòü, ÷òî äëèíà ãëàäêîé êðèâîé íà ïëîñêîñòè ñîâïàäàåò ñ åå âíåøíåé ìåðîé
Õàóñäîðôà ïîðÿäêà 1.

1�7 Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f íà Rn âåðíî ðàâåíñòâî∫
‖x‖≤R

f(x) dx =

∫ R

0

∫
‖x‖=r

f(x) σn−1(dx) dr,

ãäå σn−1 � ïîâåðõíîñòíàÿ ìåðà íà ñôåðå.

1�8 Äîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàë îò íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f íà Rn ïî ïîâåðõíîñòíîé ìåðå íà
åäèíè÷íîé ñôåðå ðàâåí ïðåäåëó ïðè ε → 0 îáúåìíûõ èíòåãðàëîâ îò ε−1f ïî ìíîæåñòâàì

{x : 1 ≤ ‖x‖ ≤ 1 + ε}.

1�9 Ïóñòü ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ f íà R3 ãàðìîíè÷íà, ò.å.

∆f := ∂2
x1

f + ∂2
x2

f + ∂2
x3

f = 0.

Âûðàçèâ îáúåìíûé èíòåãðàë îò f ïî {x : r ≤ ‖x‖ ≤ R} ÷åðåç ïîâåðõíîñòíûé, äîêàçàòü,
÷òî äëÿ âñÿêîãî x è âñÿêîé ñôåðû S(x, R) ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â x âåðíî ðàâåíñòâî

f(x) =
1

4πR2

∫
S(x,R)

f(y) σ2(dy),

ãäå σ2 � ïîâåðõíîñòíàÿ ìåðà íà ñôåðå.

1�10 Ïóñòü f � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà R. Äîêàçàòü ôîðìóëó Ïóàññîíà∫
‖x‖=1

f(ax1 + bx2 + cx3) dσ2 = 2π

∫ 1

−1

f
(
t
√

a2 + b2 + c2
)
dt,

ãäå σ2 � ïîâåðõíîñòíàÿ ìåðà.


