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2 Êâàíòîâàíèå ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû

3 Êîíòèíóàëüíûé èíòåãðàë Ïîëÿêîâà

4 Êîíôîðìíàÿ àíîìàëèÿ â äâóìåðíîé êîíôîðìíîé òåî-

ðèè ïîëÿ

4.1 Êîíôîðìíàÿ àíîìàëèÿ

Âñïîìíèì, ÷òî çàâèñèìîñòü ìåðû îò êîíôîðìíîãî ôàêòîðà â ïîëíîì êîíòèíóàëüíîì èí-
òåãðàëå

∫
DgDXe−S îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì äåòåðìèíàíòîâ

det∆−1

det∆
D/2
0

(4.1)

îïåðàòîðîâ
∆j[ρ] = −ρj−1∂ρ−j ∂̄ (4.2)

(ïðè j = 0 è j = −1), äåéñòâóþùèå î÷åâèäíîé öåïî÷êîé

Ωj,0
∂̄→ Ωj,1

ρ−j

→ Ω0,1−j
∂→ Ω1,1−j

ρj−1

→ Ωj,0
(4.3)

â ïðîñòðàíñòâàõ (n,m)-äèôôåðåíöèàëîâ Ωn,m ∋ ωn,m(dz)
n(dz̄)m. Ìû âîñïîëüçîâàëèñü çäåñü

òåì, ÷òî
∇z̄ωj,0 = ∂z̄ωj,0, ∇zω0,k = ∂zω0,k (4.4)

è âñå îïåðàöèè õîðîøî îïðåäåëåíû. Íàñ íåïîñðåäñòâåííî ñåé÷àñ èíòåðåñóåò ñëó÷àè j = −1
è j = 0, íî âîîáùå âñòðå÷àåòñÿ ïðîèçâîëüíûé �ñïèí� j ∈ Z/2. Ïîëÿ j-äèôôåðåíöèàëîâ
ωj,∗ ∈ Ωj,∗ õàðàêòåðèçóþòñÿ çàêîíîì ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðè ãîëîìîðôíûõ çàìåíàõ êîîðäèíàò

ω̃j,∗(z̃)dz̃
j = ωj,∗(z)dz

j, (4.5)

èëè
δωj,∗ = ω̃j,∗(z)− ωj,∗(z) = ε(z)∂ωj,∗(z) + jε′(z)ωj,∗(z) +O(ε2) (4.6)

ïðè ìàëûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ z̃ = z− ε(z). Àíàëîãè÷íûé çàêîí äëÿ àíòèãîëîìîðôíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ïîëó÷àåòñÿ êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì, âîîáùå â äàëüíåéøåì íàì áóäåò ÷à-
ñòî óäîáíî çàáûâàòü î êîìïëåêñíîì ñîïðÿæåíèè è ðàññìàòðèâàòü äî êàêîãî-òî ìîìåíòà
êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå êîîðäèíàòû êàê íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå (z, z̄) ∈ C2 â äâóìåð-
íîì êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå.
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Êîíôîðìíàÿ àíîìàëèÿ (íåñîõðàíåíèå âåéëåâñêîé ñèììåòðèè) äëÿ äåòåðìèíàíòîâ îïå-
ðàòîðîâ (4.2) èìååò âèä

2πα′ g
αβ

√
g

δ

δgαβ
Seff = −2πα′ g

αβ

√
g

δ

δgαβ
log det∆j = gαβ⟨t(j)αβ⟩ = ajR + bj (4.7)

ñ êîýôôèöèåíòàìè - çàâèñÿùèìè îò âèäà êîíôîðìíîé òåîðèè. Îñòàåòñÿ îïðåäåëèòü çíà-
÷åíèå ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ â ýôôåêòèâíîì äåéñòâèè (íó è êîíå÷íî - âèä ýôôåêòèâíîãî
äåéñòâèÿ).

4.2 Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà

Äëÿ äåéñòâèÿ Ïîëÿêîâà ñâîáîäíûõ ñêàëÿðíûõ ïîëåé â äâóìåðèè ìû äàâíî óæå îïðåäåëèëè
òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà

tαβ = −1
2

(
∂αX∂βX − 1

2
gαβg

α′β′
∂α′X∂β′X

)
(4.8)

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì ðàíãà 2 è ñîõðàíÿåòñÿ íà óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ
ñâîáîäíîé ñêàëÿðíîé òåîðèè ∂α∂αX = 0

∇αtαβ = 0 (4.9)

Îñîáåííî ïðîñòî ýòî âûãëÿäèò â êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàòàõ äëÿ êîíôîðìíîé ìåòðèêè

ds2 = ρdzdz̄ = eφdzdz̄ (4.10)

ãäå óñëîâèå êîâàðèàíòíîãî ñîõðàíåíèÿ (4.9) ïðèíèìàåò âèä

∂z̄tzz + ρ∂z(ρ
−1tzz̄) = 0 (4.11)

âìåñòå ñ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûì óðàâíåíèåì, è äëÿ êîíôîðìíîé òåîðèè (4.8) â ñèëó
tzz̄ = 0 ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ãîëîìîðôíîñòè

∂z̄tzz = 0, ∂ztz̄z̄ = 0 (4.12)

íà ãîëîìîðôíûå òîêè tzz = −1
2
(∂X)2 ñïèíà 2, ýëåìåíòàðíî ñëåäóþùèå èç ∂̄∂X = 0, ò.å.

ãîëîìîðôíîñòè ïðîèçâîäíîé ∂X íà óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ.

Â ñëó÷àå êîíôîðìíîé àíîìàëèè âñå óæå íå òàê ïðîñòî, ïîñêîëüêó ñëåä gαβ⟨tαβ⟩ = aR+b.
Êîýôôèöèåíò b ìîæíî óáðàòü ñ ïîìîùüþ êîíòð÷ëåíà µ2

∫
Σ
d2σ

√
g, ïîýòîìó îáðàòèì îñíîâ-

íîå âíèìàíèå íà ïåðâîå ñëàãàåìîå, êîòîðîå â êîíôîðìíîé êàëèáðîâêå ìîæíî ïåðåïèñàòü
â âèäå

4ρ−1tzz̄ = aR = −2aρ−1∂z∂z̄ log ρ

tzz̄ = −a
2
∂z∂z̄ log ρ = −a

2
∂z∂z̄φ

(4.13)

2



Óðàâíåíèå (4.11) â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä (ρ = eφ)

0 = ∂z̄tzz + ρ∂z(ρ
−1tzz̄) = ∂z̄tzz +

a

2
∂zφ∂z∂z̄φ− a

2
∂2z∂z̄φ =

= ∂z̄

(
tzz +

a

4
(∂zφ)

2 − a

2
∂2zφ

) (4.14)

ò.å. ãîëîìîðôíîé âåëè÷èíîé ïðè íàëè÷èè àíîìàëèè ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííîå âûðàæå-
íèå

Tzz = tzz +
a

4

(
(∂zφ)

2 − 2∂2zφ
)

(4.15)

êîòîðîå îïðåäåëÿåò êîíôîðìíûå ñâîéñòâà êâàíòîâîé òåîðèè.

4.3 Ïñåâäîòåíçîð è öåíòðàëüíûé çàðÿä

Âûðàæåíèå (4.15) óæå íå ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì 2 ðàíãà èëè 2-äèôôåðåíöèàëîì îòíîñèòåëüíî
ãîëîìîðôíûõ çàìåí êîîðäèíàò z → w(z). Äåéñòâèòåëüíî,

eφ(z,z̄)dzdz̄ = eφ(w,w̄)dwdw̄, φ(z, z̄) = φ(w, w̄) + log |w′(z)|2

∂zφ(z) = w′(z)∂wφ(w) +
w′′(z)

w′(z)

∂2zφ(z) = w′(z)2∂2wφ(w) + w′′(z)∂wφ(w) +
w′′′(z)

w′(z)
−

(
w′′(z)

w′(z)

)2

(4.16)

òî åñòü äîáàâêà

∂zφ(z)
2 − 2∂2zφ(z) = w′(z)2

(
∂wφ(w)

2 − 2∂2wφ(w)
)
− 2{w, z} (4.17)

ãäå ìû ââåëè øâàðöèàí

{w, z} =
w′′′(z)

w′(z)
− 3

2

(
w′′(z)

w′(z)

)2

(4.18)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà (4.15) òàêæå ïðåîáðàçóåòñÿ íåîäíîðîäíî, ò.å.

Tzz(z) = Tww(w)w
′(z)2 − a

2
{w, z} (4.19)

è ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîòåíçîðîì (èëè ïðîåêòèâíîé ñâÿçíîñòüþ), ïðåâðàùàÿñü â íàñòîÿùèé òåí-
çîð ëèøü ïðè a = 0. Â èíôèíèòåçèìàëüíîé ôîðìå, ò.å. ïðè w(z) = z − ϵ(z) ñ ìàëûìè
îòêëîíåíèÿìè ïîëó÷èì

δϵT (z) = 2ϵ′(z)T (z) + ϵ(z)∂T (z) +
c

12
ϵ′′′(z) (4.20)

ãäå ìû èçìåíèëè íîðìèðîâêó êîýôôèöèåíòà a = c
6
. Â òàêîé íîðìèðîâêå îí íàçûâàåòñÿ

öåíòðàëüíûì çàðÿäîì (àëãåáðû Âèðàñîðî - öåíòðàëüíî ðàñøèðåííîé àëãåáðû âåêòîðíûõ
ïîëåé íà îêðóæíîñòè). Îñòàåòñÿ ïîíÿòü êàêèì-íèáóäü åñòåñòâåííûì ñïîñîáîì - çà ñ÷åò
÷åãî ìîæåò ïîÿâèòüñÿ ïîñëåäíèé ÷ëåí â ôîðìóëå (4.20) â êâàíòîâîé òåîðèè.
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4.4 Ãàóññîâû èíòåãðàëû è êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè

Âñïîìíèì ôîðìóëû

I(A) =

∫
Rn

dnx e−
1
2

∑
i,j Aijxixj =

1√
detA

I(A|b) =
∫
Rn

dnx e−
1
2

∑
i,j Aijxixj+

∑
i bixi =

e
1
2

∑
i,j biA

−1
ij bj

√
detA

(4.21)

ãäå ïîä çíàêîì äåòåðìèíàíòà â îáùåì ñëó÷àå ñëåäóåò ïîíèìàòü ñèììåòðè÷íóþ ÷àñòü ìàò-
ðèöû A: Aij = Aji, èëè - òî÷íî òàê æå â ãðàññìàíîâîì ñëó÷àå

Ĩ(A) =

∫
dnθ e

1
2

∑
i,j Aijθiθj = ±

√
detA = ±Pf(A) (4.22)

ãäå òåïåðü ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñóùåñòâåííî, ÷òî ìàòðèöóA ìîæíî ñ÷èòàòü àíòè-ñèììåòðè÷íîé
Aij = −Aji, à êðîìå òîãî

Ĩ(A|η) =
∫
dnθ e−

1
2

∑
i,j Aijθiθj+

∑
i ηiθi = ±e

1
2

∑
i,j A

−1
ij ηiηj

√
detA (4.23)

Ïîñëå ÷åãî ìîæíî îïðåäåëèòü (è âû÷èñëèòü!) �êîððåëÿòîðû�

⟨xi1 . . . xik⟩ =
∫
Rn d

nx xi1 . . . xike
− 1

2

∑
i,j Aijxixj∫

Rn dnx e−
1
2

∑
i,j Aijxixj

=

=
∂k

∂bi1 . . . ∂bik

I(A|b)
I(A|0)

∣∣∣∣
b=0

=
∂k

∂bi1 . . . ∂bik
e

1
2

∑
i,j biA

−1
ij bj

∣∣∣
b=0

(4.24)

Èç ïðàâîé ÷àñòè (4.24) âèäíî, ÷òî ëþáûå êîððåëÿòîðû â ãàóññîâîé ìîäåëè âûðàæàþòñÿ
÷åðåç ïàðíûå: òåîðåìà Âèêà. Â ÷àñòíîñòè, èç (4.24) ñëåäóåò

⟨xi⟩ = 0, ⟨xixj⟩ = A−1
ij , ⟨xixjxk⟩ = 0

⟨xixjxkxl⟩ = A−1
ij A

−1
kl + A−1

ik A
−1
jl + A−1

il A
−1
jk

(4.25)

ò.å. ÷òî íîðìèðîâàííàÿ äâóõòî÷å÷íàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà ÿäðó îáðàòíîãî îïåðàòîðà, à âñå
îñòàëüíûå - ÷åðåç íåå âûðàæàþòñÿ (êàê áóäóò âûãëÿäåòü àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû äëÿ ñëó-
÷àÿ íå÷åòíûõ ïåðåìåííûõ?). Ïðè ýòîì ìû èñïîëüçîâàëè íåÿâíî, ÷òî:

• Ó ìàòðèöû Aij âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíû, â ÷àñòíîñòè íåò íåòðèâè-
àëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

∑
j Aijxj = 0 è ñóùåñòâóåò A−1.

• Åñëè ñóùåñòâóþò aj < 0 èëè aj = 0, òî íàäî ðàçáèòü ïðîñòðàíñòâî J , j ∈ J íà
J = J0 ⊕ J⊥, è èñêàòü îáðàòíûé îïåðàòîð íà J⊥.

Â ñëó÷àå äàæå ñâîáîäíîé òåîðèè áîçîííûõ ïîëåé íàì ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü îïå-
ðàòîðû èëè èõ êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè, ò.å. ñðåäíèå òèïà ⟨Pol(X, ∂X, . . .)⟩ â ñìûñëå
ãàóññîâà èíòåãðàëà. Â îòëè÷èå îò êîíå÷íîìåðíîãî ñëó÷àÿ ýòî ìîæåò ïðèâîäèòü ê íåòðè-
âèàëüíûì íåîæèäàííîñòÿì - óæå â òåîðèè ÷àñòèöû.
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4.5 Êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè â îäíîìåðèè

Âñïîìíèì ñëó÷àé, êîòîðûé ìû óæå ðàçáèðàëè - èíòåãðàëû ïî òðàåêòîðèÿì

I(T |X1, X0) =

∫
X(0)=X0,X(1) =X1

DXe−
∫ T
0 dt Ẋ

2

2 = e−
(X1−X0)

2

2T I(T )

I(T ) =

∫
X(0)=X(1)=0

DXe−
∫ T
0 dt Ẋ

2

2

(4.26)

ñ ôèêñèðîâàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ èìåííî òåì, ÷òî îïåðàòîð
A → ∆ = − d2

dt2
âîîáùå ãîâîðÿ èìååò íåòðèâèàëüíóþ íóëåâóþ ìîäó ∆X = 0, íî òîëüêî íå

ïðè íóëåâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Ïîýòîìó îáðàòíûé îïåðàòîð

− d2

dt2
G(t, t′) = δ(t− t′) (4.27)

ïðîùå èñêàòü èìåííî ïðè óñëîâèè, ÷òî G(0, t′) = G(T, t′) = 0, 0 < t′ < T . (Ìû ïåðåîïðåäå-
ëèëè ïàðàìåòð íà ìèðîâîé ëèíèè τ = t/T , òàê ÷òî 0 < t < T ).

Ñìûñë ýòîé ôóíêöèè î÷åâèäåí èç ïîëíîãî àíàëîãà êîíå÷íîìåðíîãî ðàññóæäåíèÿ. Ðàñ-

ñìîòðèì òåïåðü I(T |j) =
∫
X(0)=X(1)=0

DXe−
∫ T
0 dt Ẋ

2

2
+
∫ T
0 dtj(t)X(t) è ñäåëàåì â íåì ïîäñòàíîâêó

X(t) = X̃(t) +
∫
G(t, t′)j(t′)dt′, òîãäà

I(T |j) =
∫
X(0)=X(1)=0

DXe−
∫ T
0 dt Ẋ

2

2
+
∫ T
0 dtj(t)X(t) =

= exp

(
1
2

∫
dtdt′j(t)G(t, t′)j(t′)

)∫
X̃(0)=X̃(1)=0

DX̃e−
∫ T
0 dt

˙̃X
2

2 =

= exp

(
1
2

∫
dtdt′j(t)G(t, t′)j(t′)

)
I(T |0)

(4.28)

Ïîýòîìó

G(t, t′) = ⟨X(t)X(t′)⟩ = 1

I(T |0)
δ2

δj(t)δj(t′)
I(T |j)

∣∣∣∣
j=0

(4.29)

ðàâíà äâóõòî÷å÷íîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè. Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî

• Ðàññóæäåíèå íå çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè: ìèðîâîé ëèíèè, ìèðîâîãî ëèñòà, ìèðîâîãî
îáúåìà èòï.

• Òî÷íî òàêîå æå ðàññóæäåíèå ãîäèòñÿ è äëÿ èíòåãðàëà ïî ãðàññìàíîâûì ïåðåìåííûì,
ïîýòîìó êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ñâîáîäíûõ ôåðìèîííûõ ïîëåé ìîæíî âû÷èñëÿòü
òàê æå êàê è äëÿ áîçîííûõ (àêêóðàòíî ó÷èòûâàÿ íå÷åòíîñòü - èëè èçìåíåíèÿ çíàêà
ïðå ïåðåñòàíîâêàõ).
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Çàäà÷ó ýòó ìîæíî (è ïðåäñòîèò!) ðåøèòü ìíîãèìè ñïîñîáàìè. Ïðèâåäåì îäíàêî ñðàçó
îòâåò â ôîðìå Ôåéíìàíà

⟨X(t)X(t′)⟩ =


t(T − t′)

T
, t < t′

t′(T − t)

T
, t > t′

(4.30)

è â ôîðìå Ïîëÿêîâà

⟨X(t)X(t′)⟩ = −1
2
|t− t′|+ 1

2
(t+ t′)− tt′

T
, 0 < t, t′ < T (4.31)

Èç âòîðîãî âûðàæåíèÿ âèäíî íàïðèìåð, ÷òî êîððåëÿòîð ñêîðîñòåé

⟨Ẋ(t)Ẋ(t′)⟩ = δ(t− t′)− 1

T
, 0 < t, t′ < T (4.32)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñðåäíèé êâàäðàò ñêîðîñòè ⟨Ẋ(t)2⟩ êâàíòîâîé ÷àñòèöû ÿâëÿåòñÿ ïëîõî
îïðåäåëåííîé âåëè÷èíîé. Îñíîâíûå çàäà÷è, îñòàâøèåñÿ â îäíîìåðíîì ñëó÷àå

• Îáîñíîâàòü îòâåò (4.30), (4.31). Ïîëó÷èòü åãî, íàïðèìåð, ìåòîäîì Ôóðüå (ñïåêòðàëü-
íàÿ òåîðèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà?).

• Âû÷èñëèòü ôîðìóëó ⟨X(t)X(t′)⟩ äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé t ∼ t+T . Â
äàííîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (4.27) íóæíî ìîäèôèöèðîâàòü

− d2

dt2
G(t, t′) = δ(t− t′)− 1

T
(4.33)

• Âû÷èñëèòü äâóõòî÷å÷íóþ ôóíêöèþ ⟨Ψ(t)Ψ(t′)⟩ îäíîìåðíûõ ôåðìèîíîâ ñ äåéñòâèåì
íà ìèðîâîé ëèíèè S =

∫ T

0
dtΨΨ̇.

4.6 Äâóìåðíûé ñëó÷àé - ñòðóíà

Â òåîðèè íà äâóìåðíîì ìèðîâîì ëèñòå ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó. Âû-
áåðåì ñíà÷àëà è äëÿ ïðîñòîòû ìåòðèêó â êîíôîðìíîì âèäå ds2 = eφ(dσ2

1 + dσ2
2) = eφdzdz̄

è ðåøèì çàäà÷ó äëÿ äåéñòâèÿ ñâîáîäíîé áîçîííîé ñòðóíû (ïîêà T = 1
2πα′ = 1)

S[X|J ] = 1
2

∫
Σ

d2z∂αX∂αX −
∫
Σ

d2zJX

∆X(z, z̄) = −J(z, z̄)
(4.34)
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Ýòî ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò îäíîìåðíîå ðàññóæäåíèå

S[X|J ] = 1
2

∫
Σ

d2z∂αX∂αX −
∫
Σ

d2zJX =

= 1
2

∫
Σ

d2zX(−∆)X −
∫
Σ

d2zJX = 1
2

∫
Σ

d2zJX =

= 1
2

∫
d2zd2wJ(z)G(z, w)J(w)

(4.35)

ãäå X(z) =
∫
d2wG(z, w)J(w) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â (4.34), â êîòîðîì èñïîëüçîâàíà ôóíê-

öèÿ Ãðèíà (äåéñòâóþùåãî íà ôóíêöèÿõ) äâóìåðíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà ∆ = ∂21+∂
2
2 = 4∂̄∂

∆zG(z, w) = δ(2)(z − w) (4.36)

Òîãäà, êàê è â ñëó÷àå ÷àñòèöû, äëÿ äâóõòî÷å÷íîãî êîððåëÿòîðà ïîëó÷èì

⟨X(z)X(z′)⟩ = G(z, z′) (4.37)

Êàêèå æå ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ ó óðàâíåíèÿ (4.36)?

• Ëîêàëüíîå (èëè íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ∆zG(z, w) = δ(2)(z−w)−δ(2)(z−∞))

G(z, w) =
1

2π
log |z − w| (4.38)

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë - ïîòåíöèàë òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, íàïðèìåð â íóëå ïðè âûáî-
ðå w = 0. Òàêîé ïîòåíöèàë î÷åâèäíî öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷åí G(z, 0) = Φ(|z|) è
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ∆Φ(r) = 1

r
∂
∂r
r ∂
∂r
Φ(r) = 0 ïðè r ̸= 0, ÷òî î÷åâèäíî äà-

åò äâóìåðíûé ïîòåíöèàë Êóëîíà Φ(r) = Q log r, à çàðÿä Q îïðåäåëÿåòñÿ èç çàêîíà
Ãàóññà

∮
dl ∂Φ

∂n
=

∮
rdϕ∂Φ

∂r
= 2πQ = 1. Ïðè ýòîì â óðàâíåíèå (4.36), åñëè ñ÷èòàòü åãî

ãëîáàëüíî îïðåäåëåííîì íà âñåé ñôåðå, íóæíî äîáàâèòü åùå îäíó δ-ôóíêöèþ â áåñ-
êîíå÷íîñòè, îòâå÷àþùóþ çà çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè
è íåòðèâèàëüíîé àñèìïòîòèêå G(z, w) →

z→∞
1
2π

log |z|.

• Ðåøåíèå çàäà÷ Äèðèõëå (è Íåéìàíà) â îáëàñòè, íàïðèìåð íà ïîëóïëîñêîñòè èëè â
åäèíè÷íîì êðóãå (âàæíî äëÿ òåîðèè îòêðûòûõ ñòðóí).

• Ðåøåíèå ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè - íà öèëèíäðå èëè íà òîðå.

4.7 Äâóìåðíûå ôåðìèîíû

Ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äåòåðìèíàíò

det
(
−ρj−1∂ρ−j ∂̄

)
=

∫
Dc̄Dc exp

(∫
Σ

d2σρ1−j c̄
(
−ρj−1∂ρ−j ∂̄

)
c

)
=

=

∫
Db̄Dc̄ DbDc exp

(∫
Σ

d2σ
(
b∂̄c+ b̄∂c̄

))
(1−

∫
Σ

d2σρj b̄b+ . . .)

(4.39)
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ìîæíò áûòü ïðåäñòàâäåí â âèäå èíòåãðàëà ïî ãðàññìàíîâûì ïåðåìåííûì

Sbc =

∫
Σ

d2σ
(
b∂̄c+ b̄∂c̄

)
(4.40)

ñ êâàäðàòè÷íûì äåéñòâèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà. Äåéñòâèå (4.40) îïðåäåëåíî äëÿ ëþáûõ äâîé-
ñòâåííûõ ïàð (j, 0)-äèôôåðåíöèàëîâ c è (1 − j, 0)-äèôôåðåíöèàëîâ b, è èì êîìïëåêñíî-
ñîïðÿæåííûõ, õîòÿ áóêâàëüíî äëÿ ñòðóíû Ïîëÿêîâà íàì íóæåí ñëó÷àé j = −1, 1− j = 2.
Ãðàññìàíîâû ïåðåìåííûå, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ÿêîáèàí çàìåíû ïåðåïèñûâàåòñÿ ÷åðåç äî-
ïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë, íàçûâàþòñÿ äóõàìè Ôàääååâà-Ïîïîâà.

Â ñëó÷àå j = 1/2 ýòà ñèñòåìà â òî÷íîñòè îòâå÷àåò äâóìåðíûì áåçìàññîâûì ôåðìèîíàì

â äåéñòâèåì Äèðàêà-Âåéëÿ, êîòîðîå ìîæíî ñâåñòè â áàçèñå Ψ =

(
ψ
ψ̄

)
ê ñóììå

S =
1

π

∫
Σ

d2zΨγα∂αΨ =
1

π

∫
Σ

d2z
(
ψ∂̄ψ + ψ̄∂ψ̄

)
(4.41)

ãäå ìû òîæå âûáðàëè ìåòðèêó â êîíôîðìíî-ïëîñêîì âèäå. Â ñëó÷àå ÷åòíîãî ÷èñëà ôåð-
ìèîííûõ ïîëåé-êîîðäèíàò èõ ìîæíî êîìïëåêñèôèöèðîâàòü, â ðåçóëüòàòå äåéñòâèå áóäåò
èìåòü âèä

S =
1

π

∫
Σ

d2z
(
ψ̃∂̄ψ + ˜̄ψ∂ψ̄

)
=

1

π

∫
Σ

d2zψ̃∂̄ψ + c.c. (4.42)

ãäå ψ̃ è ψ - êîìïëåêñíûå ôåðìèîíû, èëè ðàçëè÷íûå ãðàññìàíîâû ôóíêöèè (ïîñêîëüêó îíè
êîìïîíåíòû îäíîãî è òîãî æå ñïèíîðíîãî ñëó÷àÿ, òî îòâå÷àþò ñèììåòðè÷íîìó âûáîðó
j = 1− j, ò.å. ñïèíó j = 1/2) íà ìèðîâîì ëèñòå, ãîëîìîðôíûå íà óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ

∂̄ψ = 0, ∂̄ψ̃ = 0 (4.43)

à äëÿ �àíòè-ãîëîìîðôíîé ÷àñòè� äåéñòâèÿ âñå óòâåðæäåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ôîðìàëüíûì êîì-
ïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì.

Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì òåïåðü ÿâëÿåòñÿ âñå òî æå ðàññóæäåíèå ñ ãàóññîâûì èíòåãðàëîì,
ïðèâîäÿùåì ê äâóõòî÷å÷íîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè

⟨ψ̃(z)ψ(z′)⟩ = 1

z − z′
(4.44)

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ôîðìóëû Êîøè

∂̄
1

z − z′
= πδ(2)(z − z′) (4.45)
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