
Çàäà÷è ïî ãðóïïàì è àëãåáðàì Ëè � 4. Ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû
Ëè sl2 .

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè �10� ïî äàííîìó ëèñòêó 80% ïóíêòîâ çàäà÷ áåç çâåçäî÷êè. Ïóíêò
ñî çâåçäî÷êîé çàìåíÿåò 2 ïóíêòà áåç çâåçäî÷êè. Äåäëàéí 12 íîÿáðÿ.

1. à) Äîêàæèòå, ÷òî íà âñÿêîé ãðóïïå Ëè G åñòü åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòè ëåâîèíâàðèàíòíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ñòàðøåé ñòåïåíè. Óêàçàíèå: òàêàÿ ôîð-
ìà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì çíà÷åíèåì â òî÷êå e ∈ G . Ýòà ôîðìà íàçûâàåòñÿ ìåðîé

Õààðà è îáîçíà÷àåòñÿ dg . á) Âûïèøèòå ýòó ôîðìó ÿâíî â êîîðäèíàòàõ äëÿ ãðóïïû Ëè R ; â) äëÿ
ãðóïïû Ëè S1 ; ã∗ ) äëÿ ãðóïïû Ëè GLn(R) .

2. à)Äîêàæèòå, ÷òî îäíîìåðíîå âåùåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå ñâÿçíîé êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè òðè-
âèàëüíî. á)Äîêàæèòå, ÷òî íà ñâÿçíîé êîìïàêòíîé ãðóïïå Ëè âñåãäà åñòü äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîð-
ìà ñòàðøåé ñòåïåíè, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî êàê ëåâîãî, òàê è ïðàâîãî äåéñòâèÿ. Óêàçàíèå:
ðàññìîòðèòå ñòàðøóþ âíåøíþþ ñòåïåíü ïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ è âîñïîëüçóéòåñü ïóíê-
òîì à).

Õàðàêòåðîì ïðåäñòàâëåíèÿ V ãðóïïû Ëè G íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ χV íà G , òàêàÿ ÷òî
χV (g) := trV g . Êàê è äëÿ êîíå÷íûõ ãðóïï, õàðàêòåð ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, ïîñòîÿííîé íà
êëàññàõ ñîïðÿæåííîñòè. Äëÿ êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè G êîððåêòíî îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå õàðàêòåðîâ (χV , χW ) := 1∫

G dg

∫
G χV (g)χW (g)dg .

3. Äîêàæèòå, ÷òî χV⊕W = χV + χW è χV⊗W = χV χW .

4. à) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè âïîëíå ïðè-
âîäèìî. Óêàçàíèå: äëÿ êîìïàêòíîé ãðóïïû ìîæíî âîñïðîèçâåñòè ñòàäàðòíîå äîêàçàòåëüñòâî òåî-
ðåìûÌàøêå äëÿ êîíå÷íûõ ãðóïï, çàìåíèâ ñóììèðîâàíèå ïî ãðóïïå íà èíòåãðàë ïî ìåðå Õààðà
(ñõîäÿùèéñÿ áëàãîäàðÿ êîìïàêòíîñòè). á)Äîêàæèòå, ÷òî õàðàêòåðû íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñ-
íûõ ïðåäñòàâëåíèé êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó â ïðîñòðàí-
ñòâå âñåõ åå õàðàêòåðîâ. Óêàçàíèå: ýòî, îïÿòü æå, ïîâòîðåíèå ñòàíäàðòíîãî äîêàçàòåëüñòâà
äëÿ êîíå÷íûõ ãðóïï ñ çàìåíîé ñóììû íà èíòåãðàë.

5.Îïèøèòå âñå ôóíêöèè íà îêðóæíîñòè S1 , ÿâëÿþùèåñÿ õàðàêòåðàìè êîíå÷íîìåðíûõ êîìïëåêñ-
íûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû S1 .

6. à)Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè su2 â êîìïëåêñíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ äî ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Ëè sl2(C) . Óêàçàíèå: â àëãåáðå Ëè sl2(C)
ìàòðèöû Ïàóëè òîæå îáðàçóþò áàçèñ. á)Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå àë-
ãåáðû Ëè su2 îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ äî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ëè SU2 . â)Äîêàæèòå, ÷òî âñÿ-
êîå êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè sl2(C) âïîëíå ïðèâîäèìî. Óêàçàíèå: ñîãëàñíî ïóíê-
òàì à) è á), êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå sl2(C) ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì êîìïàêòíîé ãðóïïû
SU2 .

Çàôèêñèðóåì ñòàíäàðòíûå îáðàçóþùèå e =

(
0 1
0 0

)
, f =

(
0 0
1 0

)
, h =

(
1 0
0 −1

)
àëãåáðû Ëè sl2(C) , òàêèå, ÷òî [e, f ] = h, [h, e] = 2e, [h, f ] = −2f.

7. à) Äîêàæèòå, ÷òî íà âñÿêîì êîíå÷íîìåðíîì ïðåäñòàâëåíèè àëãåáðû Ëè sl2 îïåðàòîð h ∈
sl2 äåéñòâóåò ïîëóïðîñòî (ò.å. äèàãîíàëèçóåìî)ñ öåëûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè.Óêàçàíèå:



ýëåìåíò ih ∈ sl2 ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ê êîìïàêòíîé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóï-
ïå S1 ⊂ SL2(C) . á) Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè sl2 , è V (λ) � ñîá-
ñòâåííîå ïîïðîñòðàíñòâî äëÿ îïåðàòîðà h ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ . Äîêàæèòå, ÷òî eV (λ) ⊂
V (λ+2) , à fV (λ) ⊂ V (λ−2) . â)Äîêàæèòå, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå V åñòü âåêòîð v , òàêîé, ÷òî hv =
λv è ev = 0 . Òàêèå âåêòîðû íàçûâàþòñÿ îñîáûìè âåêòîðàìè âåñà λ . ã) Ïóñòü v ∈ V � îñî-
áûé âåêòîð. Äîêàæèòå, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî â V , íàòÿíóòîå íà âåêòîðû âèäà fkv , k ∈ Z≥0 , èí-
âàðèàíòíî, è âûïèøèòå äåéñòâèå îïåðàòîðà e íà âåêòîððàõ fkv . ä)Äîêàæèòå, ÷òî ïðåäñòàâëå-
íèå àëãåáðû Ëè sl2 , ïîðîæäåííîå îñîáûì âåêòîðîì âåñà λ , íåïðèâîäèìî è èìååò ðàçìåðíîñòü λ+
1 . Ýòî ïðåäñòàâëåíèå îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ Vλ è íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ñî ñòàðøèì âå-
ñîì λ . Ñîîòâåòñòâåííî, åäèñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè îñîáûé âåêòîðâ Vλ íà-
çûâàåòñÿ ñòàðøèì âåêòîðîì. å)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ∈ Z≥0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè sl2 ðàçìåðíîñòè n . Óêàçàíèå: äîêàæèòå, ÷òî âñÿ-
êîå òàêîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå èçîìîðôíî Vn−1 .

8. à)Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé õàðàêòåð ãðóïïû SU2 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè
íà ïîäãðóïïå äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö S1 ⊂ SU2 . Óêàçàíèå: âñÿêèé êëàññ ñîïðÿæåííîñòè ñîäåðæèò
äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó. á)Äîêàæèòå, ÷òî îãðàíè÷åíèå âñÿêîãî õàðàêòåðà ãðóïïû SU2 íà ïîä-
ãðóïïó S1 ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðîì ãðóïïû S1 , èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî îáðàùåíèÿ g 7→ g−1 .

9. à) Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè sl2 . Äîêàæèòå, ÷òî õàðàêòåð V
êàê ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïàêòíîé ãðóïïû SU2 ðàâåí χV (q) :=

∑
λ∈Z

qλ dimV (λ) , ãäå q � ãëîáàëüíàÿ

êîîðäèíàòà íà ãðóïïå S1 = {
(

q 0
0 q−1

)
| q ∈ C, |q| = 1} äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö èç SU2 . á)

Âû÷èñëèòå õàðàêòåð íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Vλ . â)Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå êîíå÷íîìåðíîå
ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè sl2 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì õàðàêòåðîì.

10. à) Ðàçëîæèòå â ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè sl2 Vλ ⊗ Vµ .
Óêàçàíèå: âû÷èñëèòå õàðàêòåð ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. á) Ïóñòü V1 = C2 � òàâòîëîãè÷åñêîå
ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè sl2 . Äîêàæèòå, ÷òî Vn = SnV äëÿ ëþáîãî n ∈ Z≥0 . â) Íàéäèòå
êðàòíîñòü âõîæäåíèÿ òðèâèàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ V0 â ðàçëîæåíèå òåíçîðíîé ñòåïåíè V ⊗n

1 .

11∗ . à) Îïèøèòå âñå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ëè SO3(R) . Óêàçàíèå: âîñïîëü-
çóéòåñü ãîìîìîðôèçìîì SU2 −→ SO3(R) . á) Ðàçëîæèòå â ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâ-
ëåíèå SO3(R) â ïðîñòðàíñòâå ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé íà ñôåðå S2 (ò.å. â ïðîñòðàíñòâå
R[x, y, z]/(x2+y2+z2−1)). Óêàçàíèå: âû÷èñëèòå õàðàêòåð ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû SO3(R) â ïðî-
ñòðàíñòâå ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé ñòåïåíè íå âûøå äàííîé.


