
ìÉÓÔÏË 04. óÒÏË ÓÄÁÞÉ 15 ÎÏÑÂÒÑ 2015

äÌÑ ÓÄÁÞÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÚÁÄÁÞ 4.1 | 4.5 ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÞÉÓÔÏ ÒÁÓÓËÁÚÁÔØ ÏÄÎÏÍÕ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÀ
ÓÔÏÌØËÏ ÐÕÎËÔÏ× ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÓËÏÌØËÏ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌØ ÓÏÞÔÅÔ ÎÕÖÎÙÍ ×ÙÓÌÕÛÁÔØ. úÁÄÁÞÉ ÓÏ Ú×ÅÚ-
ÄÏÞËÏÊ ÓÄÁÀÔÓÑ É ÆÉËÓÉÒÕÀÔÓÑ × ËÏÎÄÕÉÔÅ, ÎÏ × ÂÁÌÌÁÈ ÎÅ ÏÃÅÎÉ×ÁÀÔÓÑ.

04.01. ëÁÎÔÏÒÏ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× Un ⊂
[0; 1] É ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× Cn = [0; 1] \ Un, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. U1 = (1=3; 2=3) |
ÎÁÄÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÚÄÅÌÉÌÉ ÏÔÒÅÚÏË [0; 1] ÎÁ ÔÒÉ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ É ×ÙËÉÎÕÌÉ ÓÒÅÄÎÀÀ ÔÒÅÔØ,
ÏÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C1 = [0; 1=3]∪ [2=3; 1], ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ Ä×ÕÈ ÏÔÒÅÚËÏ×. úÁÔÅÍ ÄÅÌÁÅÍ ÔÕ ÖÅ
ÏÐÅÒÁÃÉÀ Ó ÜÔÉÍÉ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ: ÄÅÌÉÍ ËÁÖÄÙÊ ÎÁ ÔÒÉ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ É ÄÏÂÁ×ÌÑÅÍ × U2 Ä×Å ÓÒÅÄÎÉÅ ÔÒÅÔÉ:
U2 = U1 ∪ (1=9; 2=9) ∪ (7=9; 8=9). ôÏÇÄÁ C2 ÓÏÓÔÏÉÔ ÕÖÅ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÏÔÒÅÚËÏ×, É ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U3 ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ Ë U2 ÕÖÅ ÞÅÔÙÒÅÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÓÒÅÄÎÉÍÉ ÔÒÅÔÑÍÉ
ÜÔÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ×. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ k-ÏÍ ÛÁÇÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ck ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ 2k ÏÔÒÅÚ-
ËÏ×, É ÔÏÇÄÁ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Uk+1 ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÕÞÁÔØÓÑ ÉÚ Uk ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ Ë ÎÅÍÕ 2k ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×,
Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÓÒÅÄÎÉÍÉ ÔÒÅÔÑÍÉ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ck. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ËÁÎÔÏÒÏ×Ï
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (ÄÁÌÅÅ ëí), ÜÔÏ C = ⋂∞

k=1Ck.
a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ëí ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË ÏÔÒÅÚËÁ, × ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÏÎÅÞÎÏÊ

ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÔÒÏÉÞÎÏÊ ÄÒÏÂØÀ, × ÚÁÐÉÓÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÃÉÆÒÁ 1.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ëí ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË, Ô.Å. ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ëí

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ.
×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ëí ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ;
Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ëí ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÐÌÏÔÎÏ, Ô.Å. ÌÀÂÏÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÅÎØÛÉÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ,

ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÊÓÑ Ó ëí.
04.02. ëÁÎÔÏÒÏ×Á ÌÅÓÔÎÉÃÁ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ' ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å U = ⋃∞

k=1 Uk ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕ-
ÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï Uk+1 ÐÏÌÕÞÁÌÏÓØ ÉÚ Uk ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ 2k ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ
ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï I1, . . . I2k . ôÏÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ' ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ
Im ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ, ÒÁ×ÎÏÊ 2m−1

2k+1 .
Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÀ ' ÍÏÖÎÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÍÏÎÏ-

ÔÏÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ ×ÓÅÍ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1].
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ C, ÔÏ '(x) ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. óÏÇÌÁÓÎÏ 04.01Á x

ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÔÒÏÉÞÎÏÊ ÄÒÏÂØÀ x = 0; �1�2 : : :, ÇÄÅ ×ÓÅ �i ÎÕÌÉ ÉÌÉ Ä×ÏÊËÉ. ôÏÇÄÁ
Ä×ÏÉÞÎÁÑ ÄÒÏÂØ 0; �1

2
�2
2 : : : ÅÓÔØ '(x).

×) ÷ ËÁËÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÆÕÎËÃÉÑ '(x)?
04.03. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÒÑÄÙ. ðÕÓÔØ an ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. òÁÓ-

ÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Sn = ∑n
k=0 ak. åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Sn ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ,

ÞÔÏ ÒÑÄ ∑∞
n=0 ak ÓÈÏÄÉÔÓÑ, Á limn→∞ Sn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÓÕÍÍÏÊ. åÓÌÉ limn→∞ Sn ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (ÉÌÉ

ÂÅÓËÏÎÅÞÅÎ), ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.
a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÒÑÄ ∑∞

n=1
1
n = 1 + 1

2 + 1
3 + 1

4 + : : : ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ;
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ ÉÚ ÏÂÒÁÔÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ∑∞

n=1
1
n2 = 1 + 1

4 + 1
9 + 1

16 + : : : ÓÈÏÄÉÔÓÑ;

×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ ìÅÊÂÎÉÃÁ
∞∑

n=1

(−1)n
n ÓÈÏÄÉÔÓÑ;

Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ
∞∑

n=1

( 1
n − ln

(
1 + 1

n

))
ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎ ÉÚ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× É ÓÈÏÄÉÔÓÑ;

Ä) ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ üÊÌÅÒÁ

C = lim
n→∞

( n∑

k=1

1
k − lnn

)
:



04.04. ÷ÙÐÕËÌÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. æÕÎËÃÉÑ f(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÐÕËÌÏÊ (ÉÌÉ ×ÙÐÕËÌÏÊ ×ÎÉÚ) ÎÁ ÎÁ
ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ I, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x1 < x2, x1; x2 ∈ I É ÌÀÂÏÇÏ � ∈ [0; 1] ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ

f(�x1 + (1− �)x2) 6 �f(x1) + (1− �)f(x2):

÷ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÏÇÎÕÔÏÊ ÉÌÉ ×ÙÐÕËÌÏÊ ××ÅÒÈ.
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

a) ÇÒÁÆÉË ×ÙÐÕËÌÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÌÅÖÉÔ ×ÙÛÅ ÌÀÂÏÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë
ÎÅÍÕ;

Â) ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÐÕËÌÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a 6 x1 < x2 < : : : < xn 6 b É ÌÀÂÙÈ
ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ �1; : : : ; �n, ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ, ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

f(�1x1 + �2x2 + : : :+ �nxn) 6 �1f(x1) + �2f(x2) + : : :+ �nf(xn);

×) ×ÙÐÕËÌÁÑ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ Î£Í;
Ç) ×ÙÐÕËÌÁÑ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÔÒÅÚËÁ;
Ä) Õ ×ÙÐÕËÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÔ, × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ

ÓÌÅ×Á ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÓÐÒÁ×Á;
e) ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÍÉÎÉÍÕÍ ×ÙÐÕËÌÏÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÆÕÎËÃÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Å£ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍ ÍÉÎÉÍÕÍÏÍ ÎÁ ÜÔÏÍ

ÖÅ ÏÔÒÅÚËÅ;
Ö) Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÐÕËÌÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Å£

×ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ ÎÁ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ.

04.05. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á.
a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ x 7→ ex É x 7→ − lnx ×ÙÐÕËÌÙ ÎÁ R É R+, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.
Â) ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ ÍÅÖÄÕ ÓÒÅÄÎÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ É ÓÒÅÄÎÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ-

ÓËÉÍ x1+:::+xn
n > n√x1 · : : : · xn;

×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ p > 1 ÆÕÎËÃÉÑ x 7→ xp ×ÙÐÕËÌÁ ×ÎÉÚ ÐÒÉ x > 0;
Ç) ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï çÅÌØÄÅÒÁ

n∑

i=1
aibi 6

( n∑

i=1
api

)1=p ( n∑

i=1
bqi

)1=q

;

ÇÄÅ 1
p + 1

q = 1 É p > 1;
Ä) äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

√√√√
n∑

k=1
(xk + yk)2 6

√√√√
n∑

k=1
x2
k +

√√√√
n∑

k=1
y2
k:

04.06.* äÁÎÙ Ä×Á ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ (Ô.Å. f(g(x)) = g(f(x)) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-
ÎÉÑ f É g ÏÔÒÅÚËÁ × ÓÅÂÑ, ÐÒÉÞ£Í ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÏÂÝÁÑ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÁÑ
ÔÏÞËÁ, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ �, ÞÔÏ f(�) = g(�) = �.

04.07.* ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÐÌÏÔÎÏÅ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË.
(íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË, Ô.Å.
×ÓÅ ÅÇÏ ÔÏÞËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÅÇÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ.)

04.08.* äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ
ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× É ÌÕÞÅÊ.

2


