
Àëãåáðà, ñåìèíàð 2�6 íîÿáðÿ: äåëèìîñòü

Ðàçäåëèòü ìíîãî÷ëåí P íà ìíîãî÷ëåí Q ñ îñòàòêîì � çíà÷èò íàéòè òàêèå ìíîãî÷ëåíû S è
R, degR < degQ , ÷òî P = SQ+R .

1. Ðàçäåëèòå ñ îñòàòêîì a) x5+2x4+3x3+4x2+5x+6 íà x3+x2+x+1 , b) x10 íà (x+1)(x+2) ,
c) x10 íà x2 − 2x+ 2 , d) x10 íà (x+ 1)2 .

Ãàóññîâî ÷èñëî � êîìïëåêñíîå ÷èñëî âèäà a + ib, a, b ∈ Z . Åãî íîðìà � |a + ib| = a2 + b2 .
Ðàçäåëèòü ãàóññîâî ÷èñëî p íà ãàóññîâî ÷èñëî q ñ îñòàòêîì � çíà÷èò íàéòè òàêèå ãàóññîâû
÷èñëà s è r, |r| < |q| , ÷òî p = sq + r .

2. Ðàçäåëèòå ñ îñòàòêîì âñåìè âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè a) 3 íà 1 + i , b) 8 íà 1 + 3i .

3. Ãàóññîâî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì, åñëè äàåò 1 â ïðîèçâåäåíèè ñ äðóãèì ãàóññîâûì ÷èñ-
ëîì. Íàéäèòå âñå îáðàòèìûå ãàóññîâû ÷èñëà.

4. Ãàóññîâî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ïðèâîäèìûì, åñëè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íåîá-
ðàòèìûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë. Ðàçëîæèòå â ïðîèçâåäåíèå íåïðèâîäèìûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë a) 3,
b) 2, c) 5, d) 7, e) 10.

5. Ðàçëîæèòå â ïðîèçâåäåíèå íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè a) x3−1 ,
b) x6 − 1 , c) x3 + 2x2 − 14x+ 5 , d) x4 − 7x2 + 1 , e) x4 + x+ 1 , f) x6 + x3 + 1 .

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî ñ äâóìÿ îïåðàöèÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè âñåì àêñèîìàì ïîëÿ,
êðîìå ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîãî, íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíûì êîëüöîì. Ãîâîðÿò, ÷òî ýëå-
ìåíò a êîëüöà R äåëèò b ∈ R , åñëè b = ac äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ R .
Ïðèìåðû êîëåö: öåëûå ÷èñëà, ìíîãî÷ëåíû, ãàóññîâû ÷èñëà.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü êàæäîìó ýëåìåíòó a 6= 0 êîëüöà R ñîïîñòàâëåíî öåëîå ÷èñëî n(a) >
0 , òàê ÷òî (1) n(a) 6 n(ab) äëÿ ëþáûõ íåíóëåâûõ a è b ∈ R , è (2) ìîæíî äåëèòü ñ îñòàòêîì:
äëÿ ëþáûõ a è b ∈ R åñòü q è r , òàêèå ÷òî a = bq + r , ïðè÷åì n(r) < n(b) èëè r = 0 . Òîãäà
ôóíêöèÿ n : R→ Z íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâîé íîðìîé.
Ïðèìåðû åâêëèäîâûõ íîðì: ìîäóëü öåëîãî ÷èñëà, ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà ñ êîýôôèöèåíòà-
ìè â ïîëå, íîðìà ãàóññîâîãî ÷èñëà.

Îïðåäåëåíèå. ÍÎÄ (íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü) ýëåìåíòîâ a è b êîëüöà R � ýòî òàêîé
èõ îáùèé äåëèòåëü c 6= 0 , êîòîðûé äåëèòñÿ íà âñå îñòàëüíûå îáùèå äåëèòåëè.
Çàìå÷àíèå. Åñëè íà êîëüöå åñòü åâêëèäîâà íîðìà, òî ó ëþáûõ ýëåìåíòîâ a1 è a2 ñóùåñòâóåò
ÍÎÄ, êîòîðûé ìîæíî íàéòè ïîñðåäñòâîì âñåì èçâåñòíîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà: ýòî ïîñëåäíèé
íåíóëåâîé ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ai = (îñòàòîê îò äåëåíèÿ ai−2 íà ai−1) ïðè i = 3, 4, . . .

6. Íàéäèòå ÍÎÄ ÷èñåë a) 7777 è 7777777 , b) 2m − 1 è 2n − 1 . Íàéäèòå ÍÎÄ ìíîãî÷ëåíîâ c)
x3 − 6x2 + x+ 4 è x5 − 6x+ 1 , d) xm − 1 è xn − 1 .

7. Íàéäèòå ÍÎÄ a) 11 + 7i è 18− i , b) 41 + 23i è 19 + 5i .

8. Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå a) 13x+ 20y = 1 , b) 12x+ 20y + 15z = 1 .

9. Íàéäèòå ìíîãî÷ëåíû P è Q ∈ Z[x] , òàêèå ÷òî a) (x − 1)3P (x) + (x + 1)3Q(x) = 1 , b)
(x3 − 1)P (x) + (x5 − 1)Q(x) = x− 1 .

10. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè a) 2, b) 3 ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïîëå
èç q ýëåìåíòîâ? c) Íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 5 â F2[x]?


