
Àëãåáðà, ëèñòîê 3 (êðàéíèé ñðîê ñäà÷è � 17 íîÿáðÿ)

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî ñ ïàðîé îïåðàöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ âñåì àêñèîìàì ïîëÿ, êðîìå
ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîãî ïî óìíîæåíèþ, íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíûì êîëüöîì.
Ïðèìåðû êîëåö: ïîëÿ, öåëûå ÷èñëà, ìíîãî÷ëåíû ñ êîýôôèöèåíòàìè â äàííîì êîëüöå.

1. Ïóñòü Z/pZ � ôàêòîðìíîæåñòâî Z ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè

a ≡ b mod p ⇔ p äåëèò a− b

ñ îïåðàöèÿìè [a] + [b] = [a+ b] è [a] · [b] = [ab] (÷åðåç [a] ∈ Z/pZ îáîçíà÷àåòñÿ êëàññ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè ÷èñëà a ∈ Z , íàçûâàåìûé òàêæå åãî âû÷åòîì ïî ìîäóëþ p).
a) Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàöèè îïðåäåëåíû êîððåêòíî è îïðåäåëÿþò íà Z/pZ ñòðóêòóðó êîëüöà,
íî ïðè íåïðîñòîì p ýòî êîëüöî íå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. b) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ïðîñòîì p è íåíó-
ëåâîì a ∈ Z/pZ îòîáðàæåíèå f : Z/pZ → Z/pZ, f(x) = ax , ìîíîìîðôíî. c) Âûâåäèòå èç
ýòîãî, ÷òî Z/pZ ïðè ïðîñòîì p ÿâëÿåòñÿ ïîëåì (îíî òàêæå îáîçíà÷àåòñÿ Fp ). d) Äîêàæèòå,
÷òî ëþáîå ïîëå ñ ïðîñòûì êîëè÷åñòâîì ýëåìåíòîâ p èçîìîðôíî Fp . e) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ
ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîëÿ K ñóùåñòâóåò ïðîñòîå p , òàêîå ÷òî a+ . . .+ a︸ ︷︷ ︸

p

= 0 äëÿ ëþáîãî a ∈ K .

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî p èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ïîëÿ K .

2. a) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîëÿ K õàðàêòåðèñòèêè p îòîáðàæåíèå F : K→ K, F (x) = ap , ÿâëÿ-
åòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ïîëåé. b) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè K = Fp îòîáðàæåíèå F òîæäåñòâåííî,
òî åñòü xp ≡ x mod p äëÿ ëþáîãî x ∈ Z (ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà).

Îïðåäåëåíèå. Ýëåìåíò êîëüöà íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì, åñëè ó íåãî åñòü îáðàòíûé, è ïðè-

âîäèìûì, åñëè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íåîáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ.

3. Ïóñòü g ∈ R[x] � ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè â êîììóòàòèâíîì êîëüöå R . a) Äîêàæèòå,
÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f ∈ R[x] ñ îáðàòèìûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì ñóùåñòâóåò ïàðà
ìíîãî÷ëåíîâ r è s ∈ R[x], deg r < deg f , òàêàÿ ÷òî g = sf + r . b) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
a ∈ R ñóùåñòâóåò q ∈ R[x] , òàêîé ÷òî g(x) = (x− a)q(x) + g(a) .

4. a) Äîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ Fp → Fp ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì. b) Äîêàæèòå,
÷òî g(x) = xp−x äëÿ ïðîñòîãî p êàê ôóíêöèÿ íà Fp òîæäåñòâåííî íóëåâàÿ, à êàê ìíîãî÷ëåí
â Fp[x] ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè. c) Äîêàæèòå, ÷òî g(x) è g(x + 1) ðàâíû êàê
ìíîãî÷ëåíû â Fp[x] , à äëÿ ëþáîãî h ∈ Fp[x] ìåíüøåé ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè h(x) è h(x+1)
íå ðàâíû äàæå êàê ôóíêöèè. d) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí xp − x+ 1 íåïðèâîäèì íàä Fp .

5. a) Ðåäóêöèÿ ìíîãî÷ëåíà èç Z[x] ïî ìîäóëþ p � çàìåíà åãî êîýôôèöèåíòîâ íà èõ âû÷åòû
ïî ìîäóëþ p . Äîêàæèòå, ÷òî íåïðèâîäèìîñòü ìíîãî÷ëåíà â Z[x] ñëåäóåò èç íåïðèâîäèìîñòè
åãî ðåäóêöèè â Fp[x] . b) Äîêàæèòå êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà: ìíîãî÷ëåí èç Z[x] , ó êîòîðîãî
âñå êîýôôèöèåíòû êðîìå ñòàðøåãî äåëÿòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî p , íî ïðè ýòîì ñâîáîäíûé
÷ëåí íå äåëèòñÿ íà p2 , íåïðèâîäèì â êîëüöå Z[x] . c) Ñäåëàâ çàìåíó x→ x+1 , ðàçëîæèòå íà
ëèíåéíûå ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåí xp−1+xp−2+ . . .+x+1 ∈ Fp[x] . d) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí
xk−1 + xk−2 + . . .+ x+ 1 ∈ Z[x] ïðèâîäèì â êîëüöå Z[x] åñëè è òîëüêî åñëè k íå ïðîñòîå.

6. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. a) Ðåøèòå óðàâíåíèå x2 ≡ 1 mod p . b) Äîêàæèòå, ÷òî ðîâíî
ïîëîâèíà íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â Fp ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòàìè.

7. a) Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå ax+by = 1 ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ åñëè è òîëüêî åñëè ÷èñëà
a è b âçàèìíî ïðîñòû. b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè m è n âçàèìíî ïðîñòû, òî {÷èñëà, âçàèìíî
ïðîñòûå ñ mn} = {÷èñëà âèäà xm+ yn , â êîòîðûõ x âçàèìíî ïðîñòî ñ n , à y � ñ m} .

8. Äëÿ êàæäîãî n ∈ N îáîçíà÷èì ÷åðåç Pn ⊂ Z/nZ ìíîæåñòâî âñåõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n ,
êîòîðûå âçàèìíî ïðîñòû ñ n . Ôóíêöèÿ Ýéëåðà ϕ : N → N � ýòî ÷èñëî òàêèõ îñòàòêîâ:
ϕ(n) = |Pn| . a) Äîêàæèòå, ÷òî ϕ(m)ϕ(n) = ϕ(mn) äëÿ âçàèìíî ïðîñòûõ m è n . b) Íàéäèòå
ϕ(pa) äëÿ ïðîñòîãî p . c) Íàéäèòå ϕ(pa11 . . . pakk ) äëÿ ïðîñòûõ p1, . . . , pk .

9. a) Ïóñòü a ∈ Z âçàèìíî ïðîñòî ñ n . Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå Pn → Pn , ñîïîñòàâëÿþùåå
êàæäîìó x ∈ Pn âû÷åò ax ïî ìîäóëþ n , ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì. b) Äîêàæèòå
òåîðåìó Ýéëåðà: aϕ(n) ≡ 1 mod n äëÿ ëþáîãî a , âçàèìíî ïðîñòîãî ñ n .


