
Àëãåáðà, ñåìèíàð 9�13 íîÿáðÿ: êîëüöî Z/kZ

1. (ïîâòîðåíèå) Íàéäèòå ÍÎÄ ÷èñåë a) 7777 è 7777777 , b) 2m − 1 è 2n − 1 .

2. (ïîâòîðåíèå) Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå a) 13x+ 20y = 1 , b) 12x+ 20y + 15z = 1 .

Êîëüöî Z/kZ � ýòî ôàêòîðìíîæåñòâî Z ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè

a ≡ b mod k ⇔ k äåëèò a− b

ñ îïåðàöèÿìè [a] + [b] = [a+ b] è [a] · [b] = [ab] (÷åðåç [a] ∈ Z/kZ îáîçíà÷àåòñÿ êëàññ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè ÷èñëà a ∈ Z , íàçûâàåìûé òàêæå åãî âû÷åòîì ïî ìîäóëþ k ).

3. Íàéäèòå âñå x ∈ Z , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì
a)
{

x ≡ 1 mod 7
x ≡ 0 mod 8 b)

{
x ≡ 0 mod 7
x ≡ 1 mod 8 c)

{
x ≡ 2 mod 7
x ≡ 7 mod 8

4. Ïðîèçâåäåíèåì êîëåö A è B íàçûâàåòñÿ êîëüöî A × B , ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
ïàðû (a, b), a ∈ A, b ∈ B, à îïåðàöèè îïðåäåëÿþòñÿ ïîêîìïîíåíòíî: (a1, b1) + (a2, b2) =
(a1 + a2, b1 + b2), (a1, b1) · (a2, b2) = (a1a2, b1b2) .
a) Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âçàèìíî ïðîñòûõ m è n åñòå-
ñòâåííîå îòîáðàæåíèå Z/mnZ→ (Z/mZ)×(Z/nZ) , îòïðàâëÿþùåå âû÷åò ÷èñëà x ïî ìîäóëþ
mn â ïàðó (âû÷åò x ïî ìîäóëþ m, âû÷åò x ïî ìîäóëþ n) , ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì êîëåö.
b) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ýòîì èçîìîðôèçìå â ïàðû (1, 0) è (0, 1) ïåðåõîäÿò âû÷åòû ÷èñåë an
è bm , òàêèõ ÷òî an+ bm = 1 .

5. Íàéäèòå âñå x ∈ Z , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

a)
{

x ≡ 1 mod 50
x ≡ 0 mod 61 b)

{
x ≡ 0 mod 50
x ≡ 1 mod 61 c)

{
x ≡ 15 mod 50
x ≡ 2 mod 61 d)

{
x ≡ 1 mod 5
x ≡ 3 mod 6
x ≡ 6 mod 7

e)
{

x ≡ 1 mod 8
x ≡ 9 mod 10

6. ×åðåç (Z/kZ)× îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ â êîëüöå Z/kZ , à ÷åðåç
ϕ(k) � ÷èñëî åãî ýëåìåíòîâ. Ôóíêöèÿ ϕ : N→ N íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ýéëåðà.
a) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âçàèìíî ïðîñòûõ m è n èçîìîðôèçì Z/mnZ→ (Z/mZ)×(Z/nZ) äàåò
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå (Z/mnZ)× → (Z/mZ)××(Z/nZ)× , ò.å. ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n) .
b) Äîêàæèòå, ÷òî ϕ(pk) = (p−1)pk−1 äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p . c) Âû÷èñëèòå ϕ(144) è ϕ(1000) .
d) íàéäèòå âñå k ∈ N ñ ϕ(k) = 10 .

Òåîðåìà Ýéëåðà (ñì. ëèñòîê 3): åñëè a âçàèìíî ïðîñòî ñ k , òî aϕ(k) ≡ 1 mod k .

7. Íàéäèòå ïîñëåäíèå òðè öèôðû ÷èñåë a) 7404 , b) 5404 , c) 15404 , d) 2404 .

8. Âåðíî ëè, ÷òî a) 7|a2 + b2 ⇒ 7|a è 7|b? b) 7|a3 + b3 + c3 ⇒ 7|abc?

9. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ a) x2 ≡ 1 mod 360, b) x3 ≡ 1 mod 360, c) x2 ≡ 49 mod 360.


