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Çàäà÷è

1. Íàéòè ñïåêòð ãàìèëüòîíèàíà XY Z-ìîäåëè Ãåéçåíáåðãà äëÿ N = 2:

H = Jxσ
(1)
x σ(2)

x + Jyσ
(1)
y σ(2)

y + Jzσ
(1)
z σ(2)

z .

Îòäåëüíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àè XXX-ìîäåëè (Jx = Jy = Jz), XXZ-ìîäåëè (Jx =
Jy ̸= Jz) è ñðàâíèòü ñ ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûì ìåòîäîì Áåòå.

2. Íàéòè ñïåêòð ãàìèëüòîíèàíà XXX-ìîäåëè íà 3 óçëàõ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè:

Hxxx = − 1

2

3∑
k=1

(
σ⃗(k)σ⃗(k+1) − 1

)
, σ⃗(4) ≡ σ⃗(1).

Îïðåäåëèòü òàêæå êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ óðîâíåé.

3. Ðàññìîòðèì XXX-ìîäåëü íà N óçëàõ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:

Hxxx = − 1

2

N∑
k=1

(
σ⃗(k)σ⃗(k+1) − 1

)
, σ⃗(N+1) ≡ σ⃗(1).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S⃗ îïåðàòîð ïîëíîãî ñïèíà: S⃗ =
∑

j σ⃗
(j). Ïóñòü |Ψm⟩ � áåòåâñêèå

ñîñòîÿíèÿ ñ m ìàãíîíàìè (ò.å. Sz |Ψm⟩ = (N−m) |Ψm⟩). Äîêàçàòü, ÷òî S+ |Ψm⟩ = 0
ïðè m = 1, 2, ãäå |Ψm⟩ � áåòåâñêèå ñîñòîÿíèÿ ñ m ìàãíîíàìè (òàêèå, ÷òî áåòåâñêèå
êîðíè λi < ∞).

4. Ðàññìîòðèì XXX-ìîäåëü íà N óçëàõ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:

Hxxx = − 1

2

N∑
k=1

(
σ⃗(k)σ⃗(k+1) − 1

)
, σ⃗(N+1) ≡ σ⃗(1).

Íàéòè êàêîé-íèáóäü îïåðàòîð, êîììóòèðóþùèé ñ Hxxx, íî íå ÿâëÿþùèéñÿ ôóíê-
öèåé îò íåãî è îòëè÷íûé îò öèêëè÷åñêîãî ñäâèãà è ïîëíîãî ñïèíà. (Óêàçàíèå: îòâåò
ïðîùå âñåãî âûðàæàåòñÿ â òåðìèíàõ îïåðàòîðîâ Pij ïåðåñòàíîâêè ïðîñòðàíñòâ, àñ-
ñîöèèðîâàííûõ ñ óçëàìè i, j.)

5. Ðàññìîòðèì ôåððîìàãíèòíóþ XXX-ìîäåëü íà öåïî÷êå áåñêîíå÷íîé äëèíû:

Hxxx = − 1

2

∑
k∈Z

(
σ⃗(k)σ⃗(k+1) − 1

)
.

Äîêàçàòü, ÷òî ýíåðãèÿ ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ äâóõ ìàãíîíîâ E(u+ i
2
, u− i

2
) âñåãäà

ìåíüøå, ÷åì ýíåðãèÿ äâóõ ìàãíîíîâ ñ èìïóëüñàìè p1 è p2 òàêèìè, ÷òî p1 + p2 =
p(u+ i

2
, u− i

2
) = p(u/2).



6. Íàéòè êîìïëåêñíûå (�ñòðóííûå�) ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Áåòå äëÿ XXZ-ìîäåëè ïðè
N → ∞ â ñåêòîðå ñ äâóìÿ ïåðåâåðíóòûìè ñïèíàìè è âûðàçèòü èìïóëüñ è ýíåðãèþ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñòîÿíèé ÷åðåç âåùåñòâåííóþ ÷àñòü êîðíåé Áåòå.

7. Íàéòè ôóíêöèþ ßíãà äëÿ XXX è XXZ-ìîäåëåé.

8. Íàéòè ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ è ñïåêòð ýíåðãèé îäíîé è äâóõ áîçå-÷àñòèö ñ ãà-
ìèëüòîíèàíîì

ĤN = −
N∑
j=1

∂2

∂x2
j

+ 2c
∑

1≤j<k≤N

δ(xj − xk) (N = 1, 2)

íà îòðåçêå [0, L] ñ íåïðîíèöàåìûìè ñòåíêàìè (ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â 0, åñëè õîòÿ áû îäíà èç ÷àñòèö íàõîäèòñÿ íà êðàþ îòðåçêà).

9. Äëÿ ñèñòåìû òðåõ òîæäåñòâåííûõ áîçå-÷àñòèö ñ ãàìèëüòîíèàíîì

Ĥ3 = −
3∑

j=1

∂2

∂x2
j

+ 2c
∑

1≤j<k≤3

δ(xj − xk)

à) ïîñòðîèòü îáùèå ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ãàìèëüòîíèàíà è îïåðàòîðà ïîëíîãî

èìïóëüñà P̂ = −i
3∑

j=1

∂

∂xj

,

á) íàëîæèòü ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà îòðåçêå [0, L] è ïîëó÷èòü ñè-
ñòåìó óðàâíåíèé Áåòå.

10. Ðàññìîòðèì ïðîëîãàðèôìèðîâàííûå óðàâíåíèÿ Áåòå äëÿ ìîäåëè áîçå-ãàçà èç N
÷àñòèö íà îòðåçêå [0, L] ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:

Lλj + 2
N∑
k=1

arctg
λj − λk

c
= 2πnj

Äîêàçàòü, ÷òî â ñîñòîÿíèè, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåòñÿ öåëûìè èëè ïîëóöåëûìè ÷èñ-

ëàìè nj, ïîëíûé èìïóëüñ ñèñòåìû ÷àñòèö ðàâåí P =
2π

L

N∑
j=1

nj.

11. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó N �ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ� σi, êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæåò ïðè-
íèìàòü äâà çíà÷åíèÿ: σi = ±1. Ýíåðãèÿ êîíôèãóðàöèè {σi} = {σ1, σ2, . . . , σN}
ðàâíà

E({σi}) = J
N∑
i=1

σiσi+1 +H
N∑
i=1

σi, σN+1 ≡ σ1.

Ýòà ìîäåëü íàçûâàåòñÿ îäíîìåðíîé ìîäåëüþ Èçèíãà. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñè-
ñòåìà íàõîäèòñÿ â êîíòàêòå ñ òåðìîñòàòîì ïðè òåìïåðàòóðå T , íàéòè:

à) ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó è ñðåäíþþ ýíåðãèþ,

2



á) ñðåäíåå çíà÷åíèå íàìàãíè÷åííîñòè M =
N∑
i=1

σi,

â) êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ⟨σnσm⟩ â ïðåäåëå N → ∞.

12. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîð |+++ . . .+⟩ ñîáñòâåííûé äëÿ òðàíñôåð-ìàòðèöû 6-âåðøèííîé
ìîäåëè è íàéòè ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå.

13. Ðàññìîòðèì 6-âåðøèííóþ ìîäåëü íà êâàäðàòíîé N×N ðåøåòêå ñ R-ìàòðèöåé

R = R(u) =


a 0 0 0
0 b c 0
0 c b 0
0 0 0 a


ãäå a = sinh(u+ η), b = sinh u, c = sinh η è êâàíòîâîé ìàòðèöåé ìîíîäðîìèè

T (u) = R10(u)R20(u) . . .RN0(u) =

(
A(u) B(u)
C(u) D(u)

)
.

Íàéòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ⟨Ω|C(v)B(u) |Ω⟩. Çäåñü |Ω⟩ = |+++ . . .+⟩ � ïî-
ðîæäàþùèé âåêòîð.

14. Ïóñòü R0j(u) = 1u + P0j � êâàíòîâàÿ R-ìàòðèöà XXX-ìîäåëè (P0j � îïåðàòîð
ïåðåñòàíîâêè). Ðàññìîòðèì òðàíñôåð-ìàòðèöó XXX-ìîäåëè

T(u) = tr0
(
R01(u)R02(u) . . .R0N(u)

)
.

Íàéòè T(0), ∂u logT(u)
∣∣∣
u=0

, ∂2
u logT(u)

∣∣∣
u=0

.
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