
Àôôèííûå àëãåáðû Ëè è ïðèëîæåíèÿ

Äîìàøíÿÿ ðàáîòà 3

1. Ïóñòü {xi} è {yj} � áàçèñû n+ è n−, äóàëüíûå îòíîñèòåëüíî èíâàðè-
àíòíîé áèëèíåéíîé ôîðìû íà L(A). Ïîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíò óíèâåðñàëü-
íîé îá¼ðòûâàþùåé àëãåáðû

∑
xiyi íå çàâèñèò îò âûáîðà ýòèõ áàçèñîâ.

2. Ïóñòü g0 � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè ñ êîììóòàòîðîì [ , ]0 è íåâû-
ðîæäåííîé èíâàðèàíòíîé ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôîðìîé ( , ). Ïóñòü
d̄ � äèôôåðåíöèðîâàíèå àëãåáðû Ëè g0 òàêîå, ÷òî (d̄(x), y) = −(x, d̄(y))
äëÿ x, y ∈ g0. Ïîëîæèì g = g0⊕Cc⊕Cd, ãäå c è d � íåêîòîðûå ýëåìåíòû.
Îïðåäåëèì ñêîáêó [ , ] íà g ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé

[x, y] = [x, y]0 + (d̄(x), y)c, x, y ∈ g0,

[c, x] = 0, x ∈ g, [d, x] = d̄(x).

Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòà ñêîáêà çàäà¼ò ñòðóêòóðó àëãåáðû Ëè íà g.

3. Ðàññìîòðèì îáîáù¼ííóþ ñèììåòðè÷åñêóþ ìàòðèöó Êàðòàíà òèïà A
(1)
n

(ò.å. ìàòðèöó (Ai,j)
n
i,j=0 ñ íåíóëåâûìè êîìïîíåíòàìè Ai,i+1 = Ai+1,i =

−1, A0,n = An,0 = −1). Äîêàæèòå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðóïïà Âåéëÿ
èçîìîðôíà ïîëóïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ Sn+1 n Zn.

4. Íåðàçëîæèìàÿ îáîáùåííàÿ ìàòðèöà Êàðòàíà A ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé
ñòðîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà (ñîîòâåòñòâåííî ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà),
åñëè A � ìàòðèöà íåîïðåäåëåííîãî òèïà è ëþáàÿ ñâÿçíàÿ ñîáñòâåí-
íàÿ ïîääèàãðàììà äèàãðàììû Äûíêèíà äëÿ ìàòðèöû A èìååò êîíå÷-
íûé (ñîîòâåòñòâåííî êîíå÷íûé èëè àôôèííûé) òèï. Ïîêàæèòå, ÷òî A =(

2 −a
−b 2

)
(a è b � ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà) ìàòðèöà êîíå÷íîãî

(ñîîòâåòñòâåííî àôôèííîãî èëè ñòðîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî) òèïà, åñëè è
òîëüêî åñëè ab < 3 (ñîîòâåòñòâåííî, ab = 4 èëè ab > 4). Ïîêàæèòå,
÷òî ñóùåñòâóåò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìàòðèö ïîðÿäêà
áîëüøå 3 è ÷òî ïîðÿäîê ñòðîãî ãèïåðáîëè÷åñêèõ (ñîîòâåòñòâåííî, ãèïåð-
áîëè÷åñêèõ) ìàòðèö íå ïðåâîñõîäèò 5 (ñîîòâåòñòâåííî, 10).

5. Ïóñòü A � ìàòðèöà êîíå÷íîãî èëè àôôèííîãî òèïà. Äîêàæèòå, ÷òî
äëÿ ïðîèçîâëüíîãî êîðíÿ β è ïðîèçâîëüíîãî âåùåñòâåííîãî êîðíÿ α
ñòðóíà {β+kα, k ∈ Z} ñîäåðæèò ñàìîå áîëüøåå ïÿòü êîðíåé. Ïîêàæèòå,
÷òî åñëè A íåîïðåäåëåííîãî òèïà, òî ÷èñëî êîðíåé â ñòðóíå ìîæåò áûòü
ñêîëü óãîäíî áîëüøèì.

6. Íàéäèòå âñå âåùåñòâåííûå ïîëîæèòåëüíûå êîðíè äëÿ ìàòðèöû

A =

(
2 −4
−1 2

)
.
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