
Çàäà÷è ïî ãðóïïàì è àëãåáðàì Ëè � 6. Ôîðìóëà Âåéëÿ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè �10� ïî äàííîìó ëèñòêó 80% ïóíêòîâ çàäà÷ áåç çâåçäî÷êè. Ïóíêò ñî çâåçäî÷êîé
çàìåíÿåò 2 ïóíêòà áåç çâåçäî÷êè.

Â äàëüíåéøåì G = Un � óíèòàðíàÿ ãðóïïà ïðîñòðàíñòâà Cn . Çàôèêñèðóåì áàçèñ â Cn è îïðåäåëèì T ⊂ Un

êàê ïîäãðóïïó óíèòàðíûõ ìàòðèö, äèàãîíàëüíûõ â ýòîì áàçèñå (ýòî, î÷åâèäíî, n-ìåðíûé òîð). Ñèììåòðè÷å-
ñêàÿ ãðóïïà Sn , ïåðåñòàâëÿþùàÿ áàçèñíûå ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà Cn , ñîäåðæèòñÿ â G = Un . Èç çàäà÷ ïðåäûäó-
ùåãî ëèñòêà ñëåäóåò, ÷òî íîðìàëèçàòîð N(T ) òîðà T â ãðóïïå Ëè G åñòü TSn è ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî êëàññà
ñîïðÿæåííîñòè â ãðóïïå G ñ òîðîì T åñòü îðáèòà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn � òàêèì îáðàçîì, êîððåêòíî îïðå-
äåëåíî îòîáðàæåíèå π : G −→ T/Sn , ïåðåâîäÿùåå g ∈ G â ïåðåñå÷åíèå êëàññà ñîïðÿæåííîñòè ýëåìåíòà g ñ òîðîì
T . Ïóñòü ekl � ñòàíäàðòíûé áàçèñ èç ìàòðè÷íûõ åäèíèö â àëãåáðå n×n-ìàòðèö. Òîãäà ekl−elk, iekl+ielk îáðàçó-
þò áàçèñ â àëãåáðå Ëè g = un . Çàôèêñèðóåì òàêæå êîîðäèíàòû íà òîðå T , tk := exp(iekk) .

1. à) Äîêàæèòå, ÷òî îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî G/T ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì è ëåâîå äåéñòâèå ãðóïïû
Ëè G íà G/T ãëàäêî. á) Äîêàæèòå, ÷òî ïðàâîå äåéñòâèå ãðóïïû N(T ) íà G/T (h ∈ N(T ) äåéñòâóåò êàê
gT 7→ ghT ) îïðåäåëåíî êîððåêòíî è ïåðåñòàíîâî÷íî ñ ëåâûì äåéñòâèåì ãðóïïû G . â) Äîêàæèòå, ÷òî ýòî
äåéñòâèå ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç ôàêòîð N(T )/T = Sn , ò.å. ïîäãðóïïà T ⊂ N(T ) äåéñòâóåò òðèâèàëüíî.

2∗ . à) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî Greg óíèòàðíûõ ìàòðèö ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè
ÿâëÿåòñÿ â G îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì ïîëíîé ìåðû. á) Äîêàæèòå, ÷òî Greg èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
äåéñòâèÿ G ñîïðÿæåíèÿìè è äèôôåîìîðôíî (Treg ×G)/N(T ) = (Treg × (G/T ))/Sn (ãðóïïà N(T ) äåéñòâóåò
íà ïåðâîì ñîìíîæèòåëå ñîïðÿæåíèÿìè, à íà âòîðîì ñïðàâà). Óêàçàíèå: ïîêàæèòå, ÷òî êëàññ ñîïðÿæåííîñòè
ðåãóëÿðíîãî ýëåìåíòà åñòü G/T . Èñêîìûé äèôôåîìîðôèçì äàåòñÿ îòîáðàæåíèåì φ : (Treg × G)/N(T ) −→
Greg, t× g 7→ gtg−1 . ã) Âû÷èñëèòå çíà÷åíèå ïîëåé ñêîðîñòåé ýëåìåíòîâ ekl − elk ∈ g è iekl + ielk ∈ g â òî÷êå
t ∈ T ïðè äåéñòâèè ãðóïïû G íà ñåáå ñîïðÿæåíèÿìè, îòîæäåñòâèâ êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TtG ñ àëãåáðîé
Ëè g ïðè ïîìîùè äèôôåîìîðôèçìà ïðàâîãî ñäâèãà íà t . ä) Âû÷èñëèòå äèôôåðåíöèàë äèôôåîìîðôèçìà
φ : (Treg × (G/T ))/Sn −→ Greg òî÷êå t× eT êàê îïåðàòîð t⊕ g/t −→ g = TtG .

3. à) Äîêàæèòå, ÷òî íà îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå G/T ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòè G-èíâàðèàíòíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ñòàðøåé ñòåïåíè. Çàôèêñèðóåì òàêóþ ôîðìó è îáîçíà÷èì
åå ω . á) Äîêàæèòå, ÷òî ω êîñîèíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðàâîãî äåéñòâèÿ Sn íà G/T . â) Ïóñòü µG � ìåðà
Õààðà íà ãðóïïå G , à µT � ìåðà Õààðà íà òîðå T . Äîêàæèòå, ÷òî íà ìíîãîîáðàçèè (Treg × (G/T ))/Sn èìååì
φ∗µG = pµT ∧ ω , ãäå p : T −→ R � ôóíêöèÿ, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ Sn . ã

∗ ) Ïîëüçóÿñü çàäà÷åé
2ä, äîêàæèòå, ÷òî p(t) =

∏
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j ) =
∏
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|ti − tj |2 ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ.

4. à) Ïóñòü V (t1, . . . , tn) � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû Âàíäåðìîíäà, ò.å. n× n-ìàòðèöû ñ êîýôôèöèåíòàìè tn−j
i .

Äîêàæèòå, ÷òî V (t1, . . . , tn) =
∏
i<j

(ti − tj) . á) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé êîñîñèììåòðè÷åñêèé ïîëèíîì Ëîðàíà îò

t1, . . . , tn äåëèòñÿ íà V (t1, . . . , tn) , è ÷àñòíîå åñòü ñèììåòðè÷åñêèé ïîëèíîì Ëîðàíà. â) Ïóñòü λ � äîìèíàíòíûé
âåñ, ò.å. íåâîçðàñòàþùèé íàáîð öåëûõ ÷èñåë λ1, . . . , λn . ÏîëèíîìîìØóðà íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ sλ(t1, . . . , tn) =
Vλ(t1,...,tn)
V (t1,...,tn)

, ãäå Vλ(t1, . . . , tn) � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñ êîýôôèöèåíòàìè t
λj+n−j
i . Äîêàæèòå, ÷òî ïîëèíîìû

Øóðà îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ñèììåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ Ëîðàíà îò ïåðåìåííûõ t1, . . . , tn .

5. à) Ïîëüçóÿñü çàäà÷åé 3ã, äîêàæèòå, ÷òî õàðàêòåðû íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G êàê ôóíêöèè

íà T îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (f, g) := 1
n!

∫
T f(t)g(t)p(t)µT .

á)Äîêàæèòå, ÷òî õàðàêòåðû ïðåäñòàâëåíèé Vλ ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëèçàöèåé ìîíîìèàëüíîãî áàçèñà â ïðîñòðàí-

ñòâå ñèììåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ Ëîðàíà îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (f, g) := 1
n!

∫
T f(t)g(t)p(t)µT .

Óêàçàíèå: ââåäèòå ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà âåñàõ, ñîãëàñîâàííûé ñ èìåþùèìñÿ ÷àñòè÷íûì, è âîñïîëüçóéòåñü èíäóê-
öèåé ïî ýòîìó ïîðÿäêó. â) Äîêàæèòå ôîðìóëó Âåéëÿ äëÿ õàðàêòåðà: χVλ

(t) = sλ(t) .

6∗ . Äîêàæèòå ôîðìóëó Âåéëÿ äëÿ ðàçìåðíîñòè: dimVλ =

∏
1≤k<l≤n

(λk−λl+l−k)∏
k<n

k! . Óêàçàíèå: íàäî âû÷èñëèòü çíà-

÷åíèå õàðàêòåðà χVλ
(t) ïðè t = 1 . Ïðèìåíèòå ê χVλ

(t) ãîìîìîðôèçì èç êîëüöà ôóíêöèé íà òîðå T â êîëüöî

C[z, z−1] , äåéñòâóþùèé êàê tk 7→ zn−k , à çàòåì âîñïîëüçóéòåñü ôîðìóëîé Âàíäåðìîíäà è ïðàâèëîì Ëîïèòà-
ëÿ.

7∗ .Äëÿ G = U3 âûðàçèòå ðàçìåðíîñòü âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà dimVλ(ν) ÿâíî â âèäå êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè
îò λ è ν .


