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Ñïèñîê ëèòåðàòóðû 56

Ââîäíûå çàìå÷àíèÿ

Èñòîðèÿ êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì íà÷àëàñü â 1931 ãîäó, êîãäà Ã.Áåòå óäà-
ëîñü ïîñòðîèòü òî÷íûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ãàìèëüòîíèàíà ñïèíîâîé öåïî÷êè Ãåé-
çåíáåðãà ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîé ïîäñòàíîâêè, ñ òåõ ïîð ñòàâøåé çíàìåíèòîé è
íîñÿùåé òåïåðü åãî èìÿ (àíçàö Áåòå). Â òîì èëè èíîì âèäå ýòîò ìåòîä îêàçàë-
ñÿ ïðèìåíèì êî ìíîæåñòâó äðóãèõ èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé � êàê ñïèíîâûõ, òàê è
òåîðåòèêî-ïîëåâûõ. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ìåòîä Áåòå ñâÿçàí ñ òåîðèåé
ïðåäñòàâëåíèé êâàíòîâûõ àëãåáð (q-äåôîðìàöèé óíèâåðñàëüíûõ îáåðòûâàþùèõ àë-
ãåáð Ëè è ÿíãèàíîâ).

Õîòÿ çà ïðîøåäøèå ãîäû áûëà ïðåäëîæåíà ìàññà ðàçëè÷íûõ îáîáùåíèé è âàðè-
àíòîâ ìåòîäà Áåòå, ñåêðåò åãî óäèâèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè è óíèâåðñàëüíîñòè äî
êîíöà íå ðàñêðûò äî ñèõ ïîð.

Ïðåäëàãàåìûå ëåêöèè ñîäåðæàò èçëîæåíèå ñëåäóþùèõ âîïðîñîâ.

• Êîîðäèíàòíûé àíçàö Áåòå íà ïðèìåðå ìîäåëè Ãåéçåíáåðãà è ìîäåëè îäíîìåð-
íîãî áîçå-ãàçà ñ ïàðíûì òî÷å÷íûì âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó ÷àñòèöàìè;

• Àíçàö Áåòå â òî÷íî ðåøàåìûõ ìîäåëÿõ ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè íà ðåøåòêå
íà ïðèìåðå 6-âåðøèííîé ìîäåëè;

• Óðàâíåíèÿ Áåòå è ôóíêöèÿ ßíãà-ßíãà, âû÷èñëåíèå íîðìû áåòåâñêèõ âåêòîðîâ;

• Êâàíòîâûé ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è è àëãåáðàè÷åñêèé àíçàö Áåòå, êâàíòîâûå
R-ìàòðèöû, óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà;

• Ôóíêöèîíàëüíûé àíçàö Áåòå è ìåòîä Q-îïåðàòîðîâ Áàêñòåðà, ôóíêöèîíàëü-
íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ òðàíñôåð-ìàòðèö, òðàíñôåð-ìàòðèöû êàê òàó-ôóíêöèè.

Çíàíèå îñíîâ êâàíòîâîé ìåõàíèêè è ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè äëÿ èõ ïîíèìàíèÿ
âåñüìà æåëàòåëüíî, íî íå êàòåãîðè÷åñêè íåîáõîäèìî. Âíå ôèçè÷åñêîãî êîíòåêñòà
àíçàö Áåòå â ñâîåì êîíå÷íîìåðíîì âàðèàíòå � ýòî ïðîñòî ìåòîä äèàãîíàëèçàöèè
áîëüøèõ ìàòðèö ñïåöèàëüíîãî âèäà, è â ýòîì ñìûñëå íå òðåáóåò íèêàêèõ ïðåäâàðè-
òåëüíûõ çíàíèé êðîìå îñíîâ ëèíåéíîé àëãåáðû.

1 Êîîðäèíàòíûé àíçàö Áåòå

1.1 Àíçàö Áåòå â ìîäåëè Ãåéçåíáåðãà

1.1.1 Îáîçíà÷åíèÿ è òåðìèíîëîãèÿ

Ìàòðèöû Ïàóëè. Ìàòðèöû Ïàóëè � ýòî 2×2 ìàòðèöû ñëåäóþùåãî âèäà:

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
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Îíè îáðàçóþò óäîáíûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ýðìèòîâûõ 2×2 ìàòðèö ñ íóëåâûì
ñëåäîì. Äëÿ íèõ èñïîëüçóþòñÿ òàêæå îáîçíà÷åíèÿ σ1, σ2, σ3, à åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà
èíîãäà îáîçíà÷àåòñÿ êàê σ0. Äëÿ êðàòêîñòè ìû èíîãäà áóäåì ïèñàòü ïðîñòî 1 âìåñòî
åäèíè÷íîé ìàòðèöû. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ìàòðèö Ïàóëè òàêîâû:

1) σ2
x = σ2

y = σ2
z = 1,

2) σxσy = iσz, σyσz = iσx, σzσx = iσy,

3) σjσk = −σkσj ïðè j ̸= k.

Ìàòðèöû Ïàóëè óäîáíî îáúåäèíèòü â 3-âåêòîð ñ ìàòðè÷íûìè êîìïîíåíòàìè: σ⃗ =
(σx, σy, σz). Íèæå ïîä σ⃗ áóäåì èìåòü â âèäó ñîâîêóïíîñòü âñåõ òðåõ ìàòðèö Ïàóëè.
×àñòî èñïîëüçóþòñÿ òàêæå ìàòðèöû

σ+ =
1

2
(σx + iσy) =

(
0 1
0 0

)
, σ− =

1

2
(σx − iσy) =

(
0 0
1 0

)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî σ2
+ = σ2

− = 0, [σz, σ±] = ±2σ± è [σ+, σ−] = σz.

Â End (C2 ⊗ C2) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

σ0 ⊗ σ0 + σx ⊗ σx + σy ⊗ σy + σz ⊗ σz = 2P12 (1.1)

ãäå P12 � îïåðàòîð ïåðåñòàíîâêè òåíçîðíûõ ñîìíîæèòåëåé. Íà âåêòîðû îí äåéñòâóåò
òàê: åñëè u, v � ëþáûå äâà âåêòîðà èç C2, òî P12 (u ⊗ v) = v ⊗ u. Ýêâèâàëåíòíûì
îáðàçîì, åñëè X, Y � ëþáûå îïåðàòîðû èç End (C2), òî P12 X ⊗Y = Y ⊗X P12. Åñëè
ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ σ⃗(1) = σ⃗⊗ 1, σ⃗(2) = 1⊗ σ⃗, òîæäåñòâî (1.1) ìîæíî çàïèñàòü òàêæå
â âèäå

P12 =
1

2
(1 + σ⃗(1)σ⃗(2)) (1.2)

(çäåñü σ⃗(1)σ⃗(2) ïîíèìàåòñÿ êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå �âåêòîðîâ� σ⃗(1) è σ⃗(2), ò.å.
ñóììà ïðîèçâåäåíèé îäíîèìåííûõ êîìïîíåíò). Óäîáíî òàêæå ââåñòè ïîäîáíûå ýòèì
îáîçíà÷åíèÿ è â ñëó÷àå, êîãäà òåíçîðíûõ ñîìíîæèòåëåé áîëüøå, ÷åì äâà. Èìåííî,
îïðåäåëèì îïåðàòîðû σ⃗(j) ∈ End (C2 ⊗ C2 ⊗ . . .⊗ C2︸ ︷︷ ︸

N ðàç

) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σ⃗(j) = 1⊗ . . .⊗ 1︸ ︷︷ ︸
j−1

⊗ σ⃗ ⊗ 1⊗ . . .⊗ 1︸ ︷︷ ︸
N−j

Î÷åâèäíî, åñëè íîìåðà j è k ðàçëè÷íû, êîìïîíåíòû âåêòîðà σ⃗(j) êîììóòèðóþò ñ
êîìïîíåíòàìè σ⃗(k), ïîñêîëüêó íåòðèâèàëüíî äåéñòâóþò â ðàçíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

H = C2 ⊗ C2 ⊗ . . .⊗ C2︸ ︷︷ ︸
N ðàç

Áóäåì íàçûâàòü åãî ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé. (Ñîñòîÿíèå � ýòî ëþáîé âåêòîð èç
H. Åñëè äâà âåêòîðà îòëè÷àþòñÿ óìíîæåíèåì íà êîìïëåêñíîå ÷èñëî, îíè çàäàþò
îäíî è òî æå ñîñòîÿíèå.)
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Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ýòî ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ñèñòåìû èç n íåïîäâèæíûõ
àòîìîâ, îáëàäàþùèõ ìàãíèòíûìè ìîìåíòàìè, êîòîðûå ìû äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íà-
çûâàòü ñïèíàìè. (Îñòàëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû, êîòîðûìè ìîæåò îáëàäàòü àòîì, â
ýòîé óïðîùåííîé êàðòèíå íå ó÷èòûâàþòñÿ.) Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé êàæäîãî ñïè-
íà äâóìåðíî (ñïèí 1

2
).

Âûáåðåì áàçèñ â C2 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|+⟩ =
(

1
0

)
, |−⟩ =

(
0
1

)

Â ñîñòîÿíèè |+⟩ z-ïðîåêöèÿ ñïèíà ðàâíà +1 (ñòðåëêà ââåðõ). Àíàëîãè÷íî, â ñî-
ñòîÿíèè |−⟩ z-ïðîåêöèÿ ñïèíà ðàâíà −1 (ñòðåëêà âíèç). Äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå ñïèí íàïðàâëåí ââåðõ, à âî âòîðîì âíèç. Âñå îñòàëü-
íûå êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðûõ ìîæåò íàõîäèòüñÿ ñïèí, ÿâëÿþòñÿ
ëèíåéíûìè êîìáèíàöèåé ýòèõ äâóõ ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Â òàêèõ ñî-
ñòîÿíèÿõ ïðîåêöèÿ ñïèíà íà îñü z, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èìååò îïðåäåëåííîãî çíà÷åíèÿ.
Ìàòðèöû Ïàóëè σx, σy, σz � ýòî îïåðàòîðû ïðîåêöèé ñïèíà íà îñè x, y, z (áîëåå òî÷-
íî, â ôèçèêå îïåðàòîðîì ñïèíà 1/2 íàçûâàåòñÿ íå σ⃗, à 1

2
σ⃗, ïðè ýòîì âîçìîæíûå

çíà÷åíèÿ ïðîåêöèé ñïèíà ðàâíû ±1
2
). Ïîñêîëüêó îíè íå êîììóòèðóþò, îïðåäåëåí-

íîå çíà÷åíèå (+1 èëè −1) ìîæåò èìåòü ïðîåêöèÿ ñïèíà òîëüêî íà îäíó êàêóþ-òî
îñü. Ìû, î÷åâèäíî, èìååì: σz |+⟩ = |+⟩, σz |−⟩ = − |−⟩.

Áàçèñíûå âåêòîðû â H åñòåñòâåííî âûáðàòü â âèäå òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé áà-
çèñíûõ âåêòîðîâ â êàæäîì òåíçîðíîì ñîìíîæèòåëå. Íàïðèìåð:

|+⟩ ⊗ |+⟩ ⊗ |−⟩ ⊗ |+⟩ ⊗ |−⟩ ⊗ |−⟩ ⊗ . . . ⊗ |−⟩ ⊗ |+⟩

÷òî ìû áóäåì òàêæå çàïèñûâàòü êàê

|+⟩1 |+⟩2 |−⟩3 |+⟩4 |−⟩5 |−⟩6 . . . |−⟩N−1 |+⟩N

èëè ïðîñòî |++−+−− . . . −+⟩. Ýòî ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì ïåðâûé ñïèí èìååò
z-ïðîåêöèþ +1, âòîðîé +1, òðåòèé −1 è ò.ä. Âñåãî òàêèõ âåêòîðîâ áóäåò 2N , ò.å.
dimH = 2N .

Íàêîíåö, ââåäåì â H ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (ñ åãî ïîìîùüþ áóäóò âûðàæàòüñÿ
ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû). Äëÿ ýòîãî â êàæäîì ïðîñòðàíñòâå C2 çàäàäèì ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå åñòåñòâåííîé ôîðìóëîé ⟨ϵ| ϵ′⟩ = δϵ,ϵ′ , ãäå ϵ, ϵ′ = ± è ïðîäîëæèì åãî íà
èõ òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî ïðàâèëó

⟨ϵ1ϵ2 . . . ϵn| ϵ′1ϵ′2 . . . ϵ′n⟩ =
N∏
i=1

δϵi,ϵ′i

Îïåðàòîð ïîëíîãî ñïèíà è ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé íà ñåêòîðà.
Îïåðàòîð

S⃗ =
N∑
j=1

σ⃗(j)

ïî ïîíÿòíîé ïðè÷èíå íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ïîëíîãî ñïèíà ñèñòåìû àòîìîâ. Ïî
àíàëîãèè ìîæíî ââåñòè òàêæå S± = 1

2
(Sx ± iSy). Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ
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ýòèõ îïåðàòîðîâ, î÷åâèäíî, òàêèå æå, êàê äëÿ ìàòðèö Ïàóëè, ò.å. [Sz, S±] = ±2S±,
[S+, S−] = Sz, íî S2

x, S
2
y , S

2
z , êîíå÷íî, óæå íå ðàâíû åäèíè÷íûì îïåðàòîðàì, êàê è

S2
± ̸= 0.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå áàçèñíûå âåêòîðû â H, â êîòîðûõ m ñïèíîâ ñìîòðÿò âíèç,
à îñòàëüíûå N −m ââåðõ (íåçàâèñèìî îò ïîðÿäêà èõ ðàñïîëîæåíèÿ), ÿâëÿþòñÿ ñîá-
ñòâåííûìè äëÿ îïåðàòîðà Sz ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåìN−2m. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì
ïðîñòðàíñòâîH ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðÿìîé ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâH(m) ïðè
m = 0, 1, 2, . . . , N , íà êîòîðûõ z-ïðîåêöèÿ ïîëíîãî ñïèíà ðàâíà N − 2m:

H =
N⊗
j=1

C2 =
N⊕

m=0

H(m) (1.3)

Ëåãêî íàéòè, ÷òî

dimH(m) =

(
N
m

)
=

N !

m!(N−m)!

Â ÷àñòíîñòè, H(0) è H(N) � îäíîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäàåìûå, ñîîòâåòñòâåí-
íî, ñîñòîÿíèåì, â êîòîðîì âñå ñïèíû ñìîòðÿò ââåðõ (âíèç). Î ðàçëîæåíèè (1.3) ãîâî-
ðÿò êàê î ðàçáèåíèè ïîëíîãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé íà ñåêòîðà ñ ôèêñèðîâàííîé
ïðîåêöèåé ïîëíîãî ñïèíà.

Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîðû σ(j)
z ïåðåâîäÿò êàæäîå èç ïîäïðîñòðàíñòâ H(m) â ñåáÿ,

à îïåðàòîðû σ
(j)
± äåéñòâóþò òàê: σ

(j)
± : H(m) → H(m∓ 1).

1.1.2 Èçîòðîïíûé ìàãíåòèê Ãåéçåíáåðãà (XXX-ìîäåëü)

Îñíîâíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â äèàãîíàëèçàöèè ñëåäóþùåãî îïåðàòîðà èç End(H):

H(Jx, Jy, Jz) =
1

2

N∑
k=1

(Jxσ
(k)
x σ(k+1)

x + Jyσ
(k)
y σ(k+1)

y + Jzσ
(k)
z σ(k+1)

z ) , σ⃗(N+1) ≡ σ⃗(1) (1.4)

êîòîðûé ìîæíî ïîíèìàòü êàê 2N×2N -ìàòðèöó ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ôèçè÷åñêèé èí-
òåðåñ ïðåäñòàâëÿåò íàõîæäåíèå åãî ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ â
ïðåäåëå N → ∞ (òàê íàçûâàåìîì òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå).

Äàííûé îïåðàòîð ñëóæèò êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ìîäåëüþ öåïî÷êè îäèíàêîâûõ
àòîìîâ, îáëàäàþùèõ ìàãíèòíûìè ìîìåíòàìè (ñïèíàìè). Êàæäûé ñïèí ïðèïèñàí ê
ñâîåìó óçëó (àòîìó) â öåïî÷êå. Îòîæäåñòâëåíèå σ⃗(N+1) ≡ σ⃗(1) îçíà÷àåò íàëîæåíèå
ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (çàìêíóòàÿ öåïî÷êà). Âçàèìîäåéñòâóþò ìåæäó
ñîáîé òîëüêî áëèæàéøèå ñîñåäè. Ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ êîíñòàíòà-
ìè Jx, Jy, Jz.

Ýòà ìîäåëü áûëà ïðåäëîæåíà (â ÷àñòíîì ñëó÷àå Jx = Jy = Jz) îäíèì èç ñî-
çäàòåëåé êâàíòîâîé ìåõàíèêè Â.Ãåéçåíáåðãîì â 20-õ ãîäàõ 20-ãî âåêà. Îïåðàòîð
H(Jx, Jy, Jz) íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì ìîäåëè. Åãî ñîáñòâåííûå ÷èñëà (ñïåêòð) �
ýòî âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè, êîòîðîé ìîæåò îáëàäàòü äàííàÿ ñèñòåìà ñïèíîâ.

Ñëó÷àé, êîãäà òîëüêî îäíà èç êîíñòàíò îòëè÷íà îò 0 (íàïðèìåð, Jx = Jy = 0,
Jz ̸= 0) ëåãêî ñâîäèòñÿ ê îäíîìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïîëíîñòüþ
ðåøåíà ýëåìåíòàðíûìè ìåòîäàìè. Ñëó÷àé, êîãäà äâå êîíñòàíòû èç òðåõ îòëè÷íû îò
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0, òàêæå ýêâèâàëåíòåí ìîäåëè Èçèíãà, íî äâóìåðíîé, ïîëíîå ðåøåíèå êîòîðîé óæå
íåòðèâèàëüíî.

Â òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ïðèíÿòà ñëåäóþùàÿ òåðìèíîëîãèÿ. Åñëè ìîäåëü
àíèçîòðîïíà (ò.å. Jx ̸= Jy ̸= Jz), îíà íàçûâàåòñÿ XY Z-ìàãíåòèêîì, åñëè Jx = Jy ̸=
Jz � XXZ-ìàãíåòèêîì, è, íàêîíåö, åñëè âçàèìîäåéñòâèå îäèíàêîâî äëÿ âñåõ òðåõ
íàïðàâëåíèé, ò.å. Jx = Jy = Jz, � XXX-ìàãíåòèêîì (èëè, ñîîòâåòñòâåííî, XY Z-,
XXZ-, XXX-ìîäåëüþ). Ìû áóäåì â îñíîâíîì çàíèìàòüñÿ XXX-ìîäåëüþ.

Ñ ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ êîíñòàíòû Jx, Jy, Jz ìîãóò áûòü ëþáûìè
÷èñëàìè, â òîì ÷èñëå êîìïëåêñíûìè. Âàæíîå ôèçè÷åñêîå òðåáîâàíèå ñîñòîèò, îäíà-
êî, â òîì, ÷òîáû îïåðàòîð H(Jx, Jy, Jz) áûë ýðìèòîâûì, à åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
òåì ñàìûì áûëè áû âåùåñòâåííûìè. Òîãäà êîíñòàíòû Jx, Jy, Jz äîëæíû áûòü âåùå-
ñòâåííûìè. Èõ çíàêè îïÿòü-òàêè íå âàæíû äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ìåòîäîâ, íî ôèçè-
÷åñêèå ñâîéñòâà ìîäåëè ìîãóò ñóùåñòâåííî çàâèñåòü îò òîãî, ïîëîæèòåëüíû îíè èëè
îòðèöàòåëüíû. Â ñëåäóþùåé çàäà÷å ïðåäëàãàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ ðàç-
ëè÷íûõ âûáîðàõ çíàêîâ ïîëó÷àþòñÿ óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíûå îïåðàòîðû, ÷òî ïîç-
âîëÿåò áåç ïîòåðè îáùíîñòè îãðàíè÷èòüñÿ àíàëèçîì ñëó÷àåâ, â êîòîðûõ êîíñòàíòû
ëèáî âñå îòðèöàòåëüíû (ôåððîìàãíåòèê), ëèáî âñå ïîëîæèòåëüíû (àíòèôåððîìàã-
íåòèê).

Çàäà÷à. Ïóñòü ÷èñëî óçëîâ N ÷åòíî. Ïîêàçàòü, ÷òî

H(Jx, Jy,−Jz) = −UzH(Jx, Jy, Jz)(Uz)
−1

ãäå Uz = σ(2)
z σ(4)

z σ(6)
z . . . σ(N)

z . Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâà äëÿ
x- è y-íàïðàâëåíèé.

Âîïðîñ. Ìîæíî ëè ñôîðìóëèðîâàòü àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ â ñëó÷àå íå÷åò-
íîãî ÷èñëà óçëîâ?

Çàäà÷à. Íàéòè ñïåêòð ãàìèëüòîíèàíà XY Z-ìîäåëè Ãåéçåíáåðãà äëÿ N = 2:

H = Jxσ
(1)
x σ(2)

x + Jyσ
(1)
y σ(2)

y + Jzσ
(1)
z σ(2)

z

Îòäåëüíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé èçîòðîïíîé XXX-ìîäåëè (Jx = Jy = Jz = J).

Íèæå ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðèì XXX-ìîäåëü. Ìåòîä íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ è ñïåêòðà ãàìèëüòîíèàíà äëÿ íåå áûë ïðåäëîæåí â 1931 ã. Ãàíñîì Áåòå
(àíçàö Áåòå). Ðîëü ýòîãî ìåòîäà â òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì âûõîäèò äàëåêî çà
ðàìêè êîíêðåòíîé ìîäåëè.

Ãàìèëüòîíèàí XXX-ìàãíåòèêà Ãåéçåíáåðãà âîçüìåì â âèäå

Hxxx = − 1

2

N∑
k=1

(
σ(k)
x σ(k+1)

x + σ(k)
y σ(k+1)

y + σ(k)
z σ(k+1)

z − σ
(k)
0 σ

(k+1)
0

)

Ïî ñðàâíåíèþ ñ (1.4) äîáàâëåí ïîñëåäíèé ÷ëåí, ïðîïîðöèîíàëüíûé òîæäåñòâåííîìó
îïåðàòîðó. Ýòî ïðîñòî ñäâèãàåò ñïåêòð êàê öåëîå íà êîíñòàíòó. Îáùèé ìíîæèòåëü
âûáðàí ðàâíûì −1

2
(çíàê ñîîòâåòñòâóåò ôåððîìàãíèòíîìó ñëó÷àþ), íî ïðè íåîáõî-

äèìîñòè ìíîæèòåëü J ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåí çàìåíîé Hxxx → Hxxx/J . Äàííûé
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îïåðàòîð ìîæíî ïðåäñòàâèòü â íåñêîëüêèõ ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìàõ:

Hxxx = − 1

2

N∑
k=1

(
σ(k)
x σ(k+1)

x + σ(k)
y σ(k+1)

y + σ(k)
z σ(k+1)

z − 1
)

= − 1

2

N∑
k=1

(
2σ

(k)
+ σ

(k+1)
− + 2σ

(k)
− σ

(k+1)
+ + σ(k)

z σ(k+1)
z − 1

)

= −
N∑
k=1

Pk,k+1 + N

(1.5)

Â ïîñëåäíåé ñòðî÷êå Pk,k+1 � ýòî îïåðàòîð, ïåðåñòàâëÿþùèé k-é è k+1-é ìíîæèòåëè
â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè (àíàëîãè÷íî îïåðàòîðó (1.2)), ïðè÷åì PN,N+1 ≡ PN,1.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Hxxx íåîòðèöàòåëü-
íû. (Ïîäñêàçêà: èñïîëüçîâàòü òîæäåñòâî 1

4
(1− σ⃗(1)σ⃗(2))2 = 1− σ⃗(1)σ⃗(2).)

1.1.3 Ïîñòðîåíèå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ â XXX-ìîäåëè

Äâà ñîáñòâåííûõ âåêòîðà îïåðàòîðà Hxxx íàéòè î÷åíü ëåãêî. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ ãà-

ìèëüòîíèàíà XXX-ìîäåëè â âèäå Hxxx = −
N∑
k=1

Pk,k+1 + N (ïîñëåäíÿÿ ñòðî÷êà â

(1.5)) ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû |Ω⟩ := |++++ . . . +⟩ ,
∣∣∣Ω̄⟩ := |− − −− . . . −⟩

ÿâëÿþòñÿ äëÿ íåãî ñîáñòâåííûìè ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì 0:

Hxxx |Ω⟩ = Hxxx
∣∣∣Ω̄⟩ = 0

Äàëüíåéøàÿ ïðîöåäóðà ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ìû âûáåðåì êàêîé-íèáóäü îäèí èç íèõ, íà-
ïðèìåð, |Ω⟩ (âñå ñïèíû ââåðõ), à ïðî ñóùåñòâîâàíèå âòîðîãî íà äîëãîå âðåìÿ çàáóäåì.
Ôèçèêè íàçûâàþò âåêòîð |Ω⟩ âàêóóìîì (÷àñòî ãîëûì èëè ëîæíûì), è ïîñòðîåíèå
îñòàëüíûõ ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé ãàìèëüòîíèàíà èíòåðïðåòèðóþò êàê ðîæäåíèå â
âàêóóìå êàêèõ-òî �âîçáóæäåíèé� èëè �êâàçè÷àñòèö�.

Âàæíîå çàìå÷àíèå, ïîçâîëÿþùåå óïðîñòèòü ïðîöåäóðó íàõîæäåíèÿ îñòàëüíûõ
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ñîñòîèò â òîì, ÷òî ãàìèëüòîíèàí èçîòðîïíîé ìîäåëè Ãåéçåí-
áåðãà êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì z-ïðîåêöèè ïîëíîãî ñïèíà:

[Hxxx, Sz] = 0 (1.6)

(ýòî âåðíî è äëÿ XXZ-ìîäåëè, íî íå âåðíî äëÿ XY Z). Îïÿòü-òàêè ýòî ëåã÷å âñåãî
ïðîâåðèòü, ïîëüçóÿñü ïðåäñòàâëåíèåì ãàìèëüòîíèàíà â âèäå ñóììû îïåðàòîðîâ ïå-
ðåñòàíîâêè. Áîëåå òîãî, â XXX-ìîäåëè â ñèëó ðàâíîïðàâèÿ âñåõ òðåõ íàïðàâëåíèé
âåðíî òàêæå, ÷òî

[Hxxx, S⃗] = 0 (1.7)

(ýòî óæå íå òàê äëÿ XXZ). Ñëåäñòâèÿ ýòîé ãëîáàëüíîé SU(2)-èíâàðèàíòíîñòè ìû
îáñóäèì ïîçäíåå, à ïîêà íàì íóæíà áóäåò òîëüêî èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî êàð-
òàíîâñêîé ïîäãðóïïû U(1), âûðàæàåìàÿ ñîîòíîøåíèåì (1.6). Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî
îïåðàòîðû Hxxx è Sz èìåþò îáùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðà. À ýòî çíà÷èò, ÷òî ñîáñòâåí-
íûå âåêòîðû Hxxx âñåãäà èìåþò îïðåäåëåííóþ z-ïðîåêöèþ ñïèíà, ò.å. èõ ìîæíî
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èñêàòü îòäåëüíî â êàæäîì ñåêòîðå H(m) ðàçëîæåíèÿ (1.3). Ìû óæå âèäåëè ýòî íà
ïðîñòåéøåì ïðèìåðå: |Ω⟩ ∈ H(0).

Âûøå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà Hxxx íåîòðèöàòåëåí. Îòñþäà è èç
ðåçóëüòàòà ñëåäóþùåé íèæå çàäà÷è çàêëþ÷àåì, ÷òî îñíîâíîå ñîñòîÿíèå èìååò E = 0
è êàê ìèíèìóì N -êðàòíî âûðîæäåíî.

Çàäà÷à.Ïîêàçàòü, ÷òîHxxx |Ωm⟩ = 0, Sz |Ωm⟩ = (N−2m) |Ωm⟩, ãäå |Ωm⟩ = Sm
− |Ω⟩.

Êàê óñòðîåíû âåêòîðû |Ωm⟩?
Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî êðîìå ïðîåêöèé ïîëíîãî ñïèíà èìååòñÿ åùå îäèí

îïåðàòîð, êîììóòèðóþùèé ñ ãàìèëüòîíèàíîì, � ýòî îïåðàòîð eiP ñäâèãà íà óçåë,
äåéñòâóþùèé íà áàçèñíûå âåêòîðû ñäâèãîì íà îäèí øàã ðåøåòêè:

eiP |ϵ1⟩1 |ϵ2⟩2 |ϵ3⟩3 |ϵ4⟩4 . . . |ϵn−1⟩N−1 |ϵn⟩N = |ϵ2⟩1 |ϵ3⟩2 |ϵ4⟩3 |ϵ5⟩4 . . . |ϵN⟩N−1 |ϵ1⟩N

ãäå ϵi = ±. Ñ îïåðàòîðàìè σ⃗(j) îí êîììóòèðóåò ïî ïðàâèëó eiP σ⃗(j+1) = σ⃗(j)eiP . Î÷å-
âèäíî, îïåðàòîð ñäâèãà êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðàìè ïðîåêöèé ïîëíîãî ñïèíà. Ñîá-
ñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà P ôèçèêè íàçûâàþò êâàçèèìïóëüñîì. Â äàëüíåéøåì
ìû äëÿ ïðîñòîòû áóäåì íàçûâàòü åãî ïðîñòî èìïóëüñîì.

Èòàê, ìû áóäåì èñêàòü îáùèå ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ îïåðàòîðîâ Hxxx, eiP è Sz.
Äðóãèìè ñëîâàìè, áóäåì èñêàòü ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ñïèíîâ ñ îïðåäå-
ëåííûìè çíà÷åíèÿìè èìïóëüñà è z-ïðîåêöèè ïîëíîãî ñïèíà.

Îäèí ïåðåâåðíóòûé ñïèí. Ñëåäóþùèé ïî ñëîæíîñòè (õîòÿ òîæå î÷åíü ïðîñòîé)
ñëó÷àé � N -ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî H(1) ⊂ H (îäèí ïåðåâåðíóòûé ñïèí), â êîòîðîì
äîëæíî áûòü N ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Áàçèñíûå âåêòîðûH(1) ïîëó÷àþòñÿ äåéñòâè-

åì îïåðàòîðîâ σ
(j)
− íà âåêòîð |Ω⟩. Áóäåì èñêàòü ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà Hxxx

â âèäå

|Ψ(1)⟩ =
N∑
k=1

a(k)σ
(k)
− |Ω⟩

ãäå a(k) � íåèçâåñòíûå ïîêà êîýôôèöèåíòû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ ïåðèîäè÷-
íîñòè a(k + N) = a(k). Ôèçèêè íàçûâàþò a(k) îäíî÷àñòè÷íîé âîëíîâîé ôóíêöèåé
(â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè), à åå çíà÷åíèå â óçëå k � àìïëèòóäîé âåðîÿòíî-

ñòè ïåðåâîðîòà k-ãî ñïèíà. Ââåäåì âðåìåííîå îáîçíà÷åíèå σ
(j)
− |Ω⟩ = |j⟩. Íåòðóäíî

óáåäèòüñÿ, ÷òî îïåðàòîð P ≡ ∑
k Pk,k+1 ïåðåâîäèò âåêòîð |j⟩ â

(N − 2) |j⟩+ |j + 1⟩+ |j − 1⟩ = N |j⟩+ |j + 1⟩+ |j − 1⟩ − 2 |j⟩ ,

òàê ÷òî ñåêóëÿðíîå óðàâíåíèå HxxxV = EV ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì E ýêâèâàëåíò-
íî ñëåäóþùåìó ëèíåéíîìó ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ íà êîýôôèöèåíòû a(k):

−a(k + 1)− a(k − 1) + 2a(k) = Ea(k) (1.8)

Ðåøåíèå ìîæíî èñêàòü â âèäå a(k) = eipk ñ 0 ≤ p < 2π, òîãäà

|Ψ(1)⟩ = |Ψ(1)(p)⟩ =
N∑
k=1

eipk σ
(k)
− |Ω⟩ , E = 2(1− cos p) = 4 sin2(p/2).
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Îäíàêî, ìû äîëæíû åùå óäîâëåòâîðèòü óñëîâèþ ïåðèîäè÷íîñòè a(k + N) = a(k).
Îíî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïàðàìåòð p (èìïóëüñ) ìîæåò ïðèíèìàòü êîíå÷íûé íàáîð
çíà÷åíèé

p = pℓ =
2πℓ

N
, ℓ = 0, 1, 2, . . . , N − 1

Èòàê, ìû íàøëè N ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ âèäà

|Ψ(1)⟩ = |Ψ(1)
ℓ ⟩ =

N∑
j=1

e2πiℓj/Nσ
(j)
− |Ω⟩ , ℓ = 0, 1, 2, . . . , N − 1

ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè Eℓ = 2
(
1− cos 2πℓ

N

)
, ïðè÷åì Eℓ > 0 ïðè ℓ ̸= 0 (ñî-

ñòîÿíèå ñ ℓ = 0 � ýòî S− |Ω⟩). Ýòè óðîâíè âûðîæäåíû, ïîñêîëüêó âñå ñîñòîÿíèÿ

âèäà Sm
− |Ψ(1)

ℓ ⟩ ñ 1 < m ≤ N − 1 � òîæå ñîáñòâåííûå ñ òîé æå ýíåðãèåé. Î÷åâèä-

íî, Sz|Ψ(1)
ℓ ⟩ = (N − 2)|Ψ(1)

ℓ ⟩. Ëåãêî òàêæå ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñòðîåííûå ñîñòîÿíèÿ
ÿâëÿþòñÿ äëÿ îïåðàòîðà ñäâèãà ñîáñòâåííûìè: eiP |Ψ(1)(p)⟩ = eip|Ψ(1)(p)⟩ èëè

eiP |Ψ(1)
ℓ ⟩ = e2πiℓ/N |Ψ(1)

ℓ ⟩

Â ïðåäåëåN → ∞ âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ p çàïîëíÿþò îòðåçîê îò 0 äî 2π. Â ôèçèêå
òâåðäîãî òåëà òàêèå âîçáóæäåíèÿ íàçûâàþò ìàãíîíàìè. Ïðè ìàëûõ p çàâèñèìîñòü
ýíåðãèè ìàãíîíà îò åãî èìïóëüñà òàêàÿ æå, êàê äëÿ îáû÷íûõ ñâîáîäíî äâèæóùèõñÿ
ìàññèâíûõ íåðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö: E(p) ≈ p2. Åñëè âñïîìíèòü î êîíñòàíòå J , ìû
ïîëó÷èëè áû E(p) ≈ Jp2, òàê ÷òî (2J)−1 èãðàåò ðîëü ìàññû ýòèõ ÷àñòèö.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî S+|Ψ(1)
ℓ ⟩ = 0 ïðè ℓ ̸= 0. (Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîðû |Ψ(1)

ℓ ⟩
ïðè ℓ ̸= 0 ÿâëÿþòñÿ ñòàðøèìè îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû SU(2).)

Çàäà÷à. à) Íàéòè íîðìó ïîñòðîåííûõ âåêòîðîâ îòíîñèòåëüíî ââåäåííîãî ðàíåå

ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â H; á) Äîêàçàòü, ÷òî
⟨
Ψ

(1)
l

∣∣∣ Ψ(1)
l′

⟩
= 0 ïðè l ̸= l′.

Äâà ïåðåâåðíóòûõ ñïèíà. Â ïîäïðîñòðàíñòâå H(2) ⊂ H (äâà ïåðåâåðíóòûõ ñïè-
íà) äîëæíî áûòü N(N − 1)/2 ñîáñòâåííûõ âåêòîðà. Èõ ìîæíî èñêàòü â âèäå∣∣∣Ψ(2)

⟩
=

∑
1≤k1<k2≤N

a(k1, k2) σ
(k1)
− σ

(k2)
− |Ω⟩

ãäå a(k1, k2) � íåèçâåñòíûå ïîêà êîýôôèöèåíòû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ïåðè-
îäè÷íîñòè, êîòîðûå áóäóò ó÷òåíû íèæå. Ôèçèêè íàçûâàþò a(k1, k2) äâóõ÷àñòè÷íîé
âîëíîâîé ôóíêöèåé (â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè). Äàëåå â ýòîì ðàçäåëå áóäåì

ïèñàòü ïðîñòî |Ψ⟩ âìåñòî
∣∣∣Ψ(2)

⟩
.

Óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Hxxx = N −P , ãäå P ≡
N∑
k=1

Pk,k+1:

P |Ψ⟩ = (N − E) |Ψ⟩

Íàì íàäî èçâëå÷ü èç íåãî ñîîòíîøåíèÿ íà êîýôôèöèåíòû a(k1, k2), àíàëîãè÷íûå

(1.8). Äëÿ ýòîãî ñâåðíåì îáå ÷àñòè ñ êîâåêòîðîì ⟨Ω| σ(n2)
+ σ

(n1)
+ ,

⟨Ω|σ(n2)
+ σ

(n1)
+ P |Ψ⟩ = (N − E) ⟨Ω| σ(n2)

+ σ
(n1)
+ |Ψ⟩
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è ïðîíåñåì îïåðàòîðû ïåðåñòàíîâêè íàëåâî, ãäå îíè, ïîäåéñòâîâàâ íà ëåâûé âàêóóì,
áëàãîïîëó÷íî èñ÷åçíóò, ïîñêîëüêó âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
ëþáûõ ïåðåñòàíîâîê (âñå ñïèíû ñìîòðÿò ââåðõ). Ïðàâèëî ïðîíîñà òàêîâî:

σ
(n)
+ Pk,k+1 = Pk,k+1

[
σ
(n)
+ + δkn(σ

(n+1)
+ − σ

(n)
+ ) + δk+1,n(σ

(n−1)
+ − σ

(n)
+ )

]
Ïðèìåíèâ åãî äâà ðàçà, ïîëó÷èì:

⟨Ω| σ(n2)
+ σ

(n1)
+ Pk,k+1

= ⟨Ω| σ(n2)
+ σ

(n1)
+

+ δkn1 ⟨Ω|σ
(n2)
+ (σ

(n1+1)
+ −σ

(n1)
+ ) + δk+1,n1 ⟨Ω| σ

(n2)
+ (σ

(n1−1)
+ −σ

(n1)
+ )

+ δkn2 ⟨Ω| (σ
(n2+1)
+ −σ

(n2)
+ )σ

(n1)
+ + δk+1,n2 ⟨Ω| (σ

(n2−1)
+ −σ

(n2)
+ )σ

(n1)
+

+ δkn1δk+1,n2 ⟨Ω| (σ
(n2−1)
+ −σ

(n2)
+ )(σ

(n1+1)
+ −σ

(n1)
+ )

+ δkn2δk+1,n1 ⟨Ω| (σ
(n2+1)
+ −σ

(n2)
+ )(σ

(n1−1)
+ −σ

(n1)
+ )

Äàëåå ïðîñóììèðóåì ïî k è âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì a(n1, n2) = ⟨Ω|σ(n2)
+ σ

(n1)
+ |Ψ⟩

(ïðè n1 < n2). Â ñëó÷àå n1 < n2 − 1 (íî (n1, n2) ̸= (1, N)) ïîñëåäíèå äâå ñòðî÷êè íå
ðàáîòàþò, è ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

a(n1+1, n2)+a(n1−1, n2)+a(n1, n2+1)+a(n1, n2−1)−4a(n1, n2) = −Ea(n1, n2) (1.9)

ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ òàêîå æå, êàê è (1.8). Åñëè æå n1 = n2 − 1 = n, â èãðó
âñòóïàåò òàêæå è ïðåäïîñëåäíÿÿ ñòðî÷êà, è ìû ïîëó÷àåì:

a(n, n+ 2) + a(n− 1, n+ 1)− 2a(n, n+ 1) = −Ea(n, n+ 1) (1.10)

Íàêîíåö, åñëè n1 = 1, n2 = N , âìåñòî ïðåäïîñëåäíåé âêëàä äàåò ïîñëåäíÿÿ ñòðî÷êà
(ïðè ýòîì íàäî ñ÷èòàòü, ÷òî δN+1,n = δ1,n):

a(1, N − 1) + a(2, N)− 2a(1, N) = −Ea(1, N) (1.11)

Çàáóäåì ïîêà ïðî óðàâíåíèÿ (1.10) è (1.11), êîòîðûå âñòóïàþò â ñèëó òîëü-
êî äëÿ áëèæàéøèõ ñîñåäåé, è ïîïûòàåìñÿ íàéòè âîçìîæíî áîëåå îáùåå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (1.9), ðàñïðîñòðàíèâ åãî íà âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ n1, n2 è íå íàêëà-
äûâàÿ ïîêà íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé ïåðèîäè÷íîñòè. Î÷åâèäíî, îäíî èç
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.9) ïðè âñåõ n1, n2 � ýòî a(n1, n2) = eip1n1+ip2n2 ñ ýíåðãèåé
E = 2(1 − cos p1) + 2(1 − cos p2) è èìïóëüñîì P = p1 + p2. Êàêîâî îáùåå ðåøåíèå
ñ äàííûìè ýíåðãèåé è èìïóëüñîì? Ìîæíî áûëî áû ðàññìîòðåòü ëþáóþ ëèíåéíóþ
êîìáèíàöèþ ðåøåíèé âèäà e±ip1n1±ip2n2 . Âñå îíè èìåþò îäíó è òó æå ýíåðãèþ, íî èõ
ñóïåðïîçèöèè íàì íå ïîäõîäÿò, ïîñêîëüêó îíè íå áóäóò ñîáñòâåííûìè äëÿ îïåðàòîðà
ñäâèãà. Íî åñòü åùå îäíà âîçìîæíîñòü: âçÿòü

a(n1, n2) = Aeip1n1+ip2n2 +Beip2n1+ip1n2 (1.12)
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ñ ïðîèçâîëüíûìè A,B, ïðè ýòîì ïî-ïðåæíåìó E = 2(1 − cos p1) + 2(1 − cos p2), è
P = p1 + p2, ò.å.

a(n1 + 1, n2 + 1) = ei(p1+p2)a(n1, n2). (1.13)

Íî ñ ýòèì ðåøåíèåì ïîêà òîæå åùå íå âñå â ïîðÿäêå: ïðè ïðîèçâîëüíûõ A è B îíî íå
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.10). Ïîñìîòðèì (âñëåä çà Ã.Áåòå), íåëüçÿ ëè ïîäîáðàòü
A è B òàê, ÷òîáû ýòî óðàâíåíèå òîæå óäîâëåòâîðèëîñü. Âû÷òåì (1.10) èç (1.9) ïðè
n1 = n2 − 1 = n < N , ÷òîáû èñêëþ÷èòü E. Ïîëó÷èì äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå

a(n, n) + a(n+ 1, n+ 1) = 2a(n, n+ 1), 1 ≤ n < N, (1.14)

êîòîðîìó äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ (1.12). Ïîäñòàâèâ (1.12) â (1.14),
íàéäåì, ÷òî (1.12) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì, åñëè êîýôôèöèåíòû A,B ñâÿçàíû ôîðìóëîé

A

B
= − 1 + ei(p1+p2) − 2eip1

1 + ei(p1+p2) − 2eip2
:= eiθ(p1,p2)

Äëÿ êðàòêîñòè ìû ÷àñòî áóäåì ïèñàòü θ12 = θ(p1, p2) = −θ21. Èòàê, îêîí÷àòåëüíûé
îòâåò:

a(n1, n2) = ei(p1n1+p2n2+
θ12
2

) + ei(p2n1+p1n2+
θ21
2

) (ïðè n1 < n2) (1.15)

Óïðàæíåíèå. Ïðîâåðèòü, ÷òî 2ctg
θ12
2

= ctg
p1
2

− ctg
p2
2
.

Íà áåñêîíå÷íîé öåïî÷êå ïàðàìåòðû p1, p2 ïðîèçâîëüíû. Íî íàøà öåïî÷êà ñâåð-
íóòà â êîëüöî (N -ïåðèîäè÷íà). Èìååòñÿ î÷åâèäíîå óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè

a(n1 +N,n2 +N) = a(n1, n2) (1.16)

êîòîðîå âûðàæàåò ïðîñòî òîò ôàêò, ÷òî ñèñòåìó êàê öåëîå ìîæíî ïîâåðíóòü íà
360◦, è îíà òîæäåñòâåííî ïåðåéäåò â ñåáÿ. Ýòî óñëîâèå âëå÷åò çà ñîáîé êâàíòîâàíèå
ïîëíîãî èìïóëüñà: ei(p1+p2)N = 1, ò.å. p1 + p2 =

2πl
N
, l = 0, 1, . . . N − 1, êàê è â ñëó÷àå

îäíîãî ìàãíîíà.

Åñòü è áîëåå òîíêîå óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè. Ïîÿñíèì åãî íà ïðèìåðå àìïëèòó-
äû a(1, 2). Êàê îíà ñâÿçàíà ñ àìïëèòóäîé a(1, N)? Íà ñâåðíóòîé â êîëüöå öåïî÷êå
îíè äîëæíû áûòü ñâÿçàíû, ïîñêîëüêó â îáîèõ ñëó÷àÿõ îíè ñîîòâåòñòâóþò ñîñòîÿ-
íèÿì ñ äâóìÿ ñîñåäíèìè ïåðåâåðíóòûìè ñïèíàìè. Ýòè ñîñòîÿíèÿ îòëè÷àþòñÿ òîëü-
êî îáùèì ñäâèãîì íà 1 óçåë. Âñïîìèíàÿ (1.13), ìîæåì ïîýòîìó íàïèñàòü a(1, 2) =
ei(p1+p2)a(1, N). Íî ñîãëàñíî òîìó æå óðàâíåíèþ (1.13), ei(p1+p2)a(1, N) = a(2, N + 1),
òàê ÷òî ìû äîëæíû ïîòðåáîâàòü a(1, 2) = a(2, N + 1).

Ðàññìîòðèì òåïåðü a(1, n) ïðè 1 < n. Êàê ñâÿçàíû àìïëèòóäû a(1, n) è a(1, N −
n + 2)? Îáå àìïëèòóäû ñîîòâåòñòâóþò ñîñòîÿíèÿì, â êîòîðûõ ïåðåâåðíóòûå ñïèíû
ðàçäåëåíû n − 1 ðåáðàìè ðåøåòêè. Îíè îòëè÷àþòñÿ îáùèì ñäâèãîì íà n − 1 óçåë,
è, ñëåäîâàòåëüíî, a(1, n) = ei(n−1)(p1+p2)a(1, N − n + 2). Íî ei(n−1)(p1+p2)a(1, N − n +
2) = a(n,N + 1), è, çíà÷èò, ìû äîëæíû ïîòðåáîâàòü a(1, n) = a(n,N + 1). Íàêîíåö,
ñäâèíóâ ýòî óñëîâèå êàê öåëîå âäîëü öåïî÷êè íà k øàãîâ, ïîëó÷èì a(k + 1, n+ k) =
a(n+ k,N + k + 1), ÷òî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

a(n1, n2) = a(n2, n1 +N) (ïðè 1 ≤ n1 < n2 ≤ N) (1.17)
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Ýòî óñëîâèå âûðàæàåò ñîáîé ïåðèîäè÷íîñòü ïðè ñäâèãå íà N îäíîé èç ïåðåìåííûõ
(n1) ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè n2. Îòìåòèì, ÷òî áûëî áû íåâåðíî íàïèñàòü ïðî-
ñòî a(n1 +N,n2) = a(n1, n2), ïîñêîëüêó íàøà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà òîëüêî
ïðè n1 < n2, à ïðè ñäâèãå n1 → n1 + N îòíîñèòåëüíîå ðàñïîëîæåíèå àðãóìåíòîâ
ìåíÿåòñÿ. Ýòî äîâîëüíî òîíêèé ìîìåíò, è åãî íàäî êàê ñëåäóåò ïðîäóìàòü ïðåæäå
÷åì äâèãàòüñÿ äàëüøå.

Äðóãîé ñïîñîá ïîíÿòü ýòî óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïðî-
äîëæèòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ íà îáëàñòü n1 > n2 íàëîæåíèåì åñòåñòâåííîãî òðåáî-
âàíèÿ ñèììåòðèè ïðè ïåðåñòàíîâêå àðãóìåíòîâ: a(n1, n2) = a(n2, n1). Ëåãêî âèäåòü,
÷òî ïðîäîëæåííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ äàåòñÿ ôîðìóëîé

asymm(n1, n2) = ei(p1n1+p2n2+
1
2
sign(n2−n1)θ12) + ei(p2n1+p1n2+

1
2
sign(n2−n1)θ21) (1.18)

Íà òàêóþ ôóíêöèþ ìîæíî íàêëàäûâàòü óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè â îáû÷íîì âèäå
asymm(n1 +N, n2) = asymm(n1, n2). Îíî ýêâèâàëåíòíî (1.17).

Èç óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè ñðàçó ñëåäóþò îãðàíè÷åíèÿ íà âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ
p1, p2: {

eip1N = eiθ(p1,p2)

eip2N = e−iθ(p1,p2)
(1.19)

Ýòî ïðîñòåéøèé ïðèìåð ñèñòåìû óðàâíåíèé Áåòå. Ôèçèêè èíòåðïðåòèðóþò èõ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Ïåðâûé ìàãíîí, îáëåòàÿ öåïî÷êó ïî êðóãó, ïðèîáðåòàåò ôàçó,
êîòîðàÿ äîëæíà áûòü êðàòíà 2π. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòà ôàçà ñêëàäûâàåòñÿ èç ôà-
çû ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ p1N è ôàçû ðàññåÿíèÿ íà âòîðîì ìàãíîíå, êîòîðàÿ ðàâíà
θ(p2, p1). Ïåðâîå óðàâíåíèå Áåòå êàê ðàç ãîâîðèò, ÷òî èõ ñóììà êðàòíà 2π. Àíàëî-
ãè÷íî äëÿ âòîðîãî ìàãíîíà.

Íà ñàìîì äåëå óðàâíåíèÿ Áåòå (1.19) ïîëó÷àþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, åñëè ó÷åñòü
óñëîâèå (1.11) (êîòîðîå äî ñèõ ïîð íèêàê íå èñïîëüçîâàëîñü) íà êîíöå ñâåðíóòîé
â êîëüöî öåïî÷êè. Äëÿ ýòîãî âû÷òåì (1.11) èç (1.9) ïðè n1 = 1, n2 = N , ïîëó÷èì
óðàâíåíèå

a(0, N) + a(1, N + 1) = 2a(1, N)

Ïîäñòàâèâ â íåãî (1.12), ïîëó÷èì (ñ ó÷åòîì ei(p1+p2)N = 1 è A/B = eiθ12) òå æå
óðàâíåíèÿ Áåòå äëÿ p1, p2.

Çàäà÷à. Íàéòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Áåòå òàêèå, ÷òî p1 = p2, à òàêæå
íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ãàìèëüòîíèàíà XXX-öåïî÷êè.

Ðåçóëüòàò ýòîé çàäà÷è óêàçûâàåò íà òî, ÷òî íå âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Áåòå îòâå÷àþò
íåòðèâèàëüíûì ñîáñòâåííûì ñîñòîÿíèÿì.

Óäîáíî ïåðåïèñàòü óðàâíåíèÿ Áåòå â äðóãîé ïàðàìåòðèçàöèè, â êîòîðîé îíè ñòà-
íîâÿòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîëîæèòü eip1 = z1, e

ip2 = z2, è òîãäà
zN1 = − 1 + z1z2 − 2z1

1 + z1z2 − 2z2

zN2 = − 1 + z1z2 − 2z2
1 + z1z2 − 2z1
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Íî â äàëüíåéøåì îêàæåòñÿ óäîáíåå äðóãàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ. Âìåñòî p ââåäåì ïàðà-
ìåòð λ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

eip =
λ+ i

2

λ− i
2

, èëè λ =
1

2
ctg

p

2
(1.20)

Ýòîò ïàðàìåòð èíîãäà íàçûâàþò áûñòðîòîé, � ïî-âèäèìîìó, ïî ñìóòíîé àíàëîãèè ñ
ðåëÿòèâèñòñêîé êèíåìàòèêîé. À ïî ïðè÷èíå, êîòîðàÿ âûÿñíèòñÿ ïîçäíåå, åãî òàêæå
íàçûâàþò ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì. Ââåäåì ïîëåçíûå â äàëüíåéøåì ôóíêöèè

p(λ) := −i log
λ+ i

2

λ− i
2

= −2 arctg(2λ) + π (mod 2π)

ε(λ) := 2(1−cos p(λ)) =
1

λ2 + 1
4

(1.21)

êîòîðûå èìåþò ñìûñë èìïóëüñà è ýíåðãèè ñâîáîäíîãî ìàãíîíà ñî ñïåêòðàëüíûì
ïàðàìåòðîì λ. Ïóòåì ïðÿìîãî âû÷èñëåíèÿ ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

eiθ(p1,p2) =
λ1−λ2+i

λ1−λ2−i
(1.22)

ò.å. ñäâèã ôàçû ïðè ðàññåÿíèè äâóõ ìàãíîíîâ çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíîñòè èõ áûñò-
ðîò, è â ýòîì îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî λ-ïàðàìåòðèçàöèè. Ñèñòåìà óðàâíåíèé Áåòå
çàïèøåòñÿ â âèäå 

(
λ1 − i

2

λ1 +
i
2

)N

=
λ1−λ2−i

λ1−λ2+i

(
λ2 − i

2

λ2 +
i
2

)N

=
λ2−λ1−i

λ2−λ1+i

(1.23)

Ïîñìîòðèì, êàê âûãëÿäÿò åå ðåøåíèÿ ïðèN → ∞. Èçâëå÷åì êîðåíüN -é ñòåïåíè:

λ1 − i
2

λ1 +
i
2

= ω1e
i
N

θ12

λ2 − i
2

λ2 +
i
2

= ω2e
− i

N
θ12

ãäå ω1,2 � äâà ïðîèçâîëüíûõ êîðíÿN -é ñòåïåíè èç 1. Â ïðåäåëå N → ∞ èõ àðãóìåíòû
íåçàâèñèìî ïðîáåãàþò èíòåðâàë [0, 2π), à ýêñïîíåíòû â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñòðåìÿòñÿ 1,
òàê ÷òî ïåðåìåííûå ðàçäåëÿþòñÿ, è óðàâíåíèÿ ðåøàþòñÿ òðèâèàëüíî. Ôèçè÷åñêè
ïîëó÷åííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ñîñòîÿíèÿ ðàññåÿíèÿ äâóõ
ìàãíîíîâ.

Îäíàêî óðàâíåíèÿ (1.23) ìîãóò èìåòü è êîìïëåêñíûå ðåøåíèÿ. Ïîëîæèì λ1 =
u1 + iv1, λ2 = u2 + iv2. Ìîäóëü ïåðâîãî óðàâíåíèÿ äàåò:(

u2
1 + (v1 − 1

2
)2

u2
1 + (v1 +

1
2
)2

)N

=
(u1 − u2)

2 + (v1 − v2 − 1)2

(u1 − u2)2 + (v1 − v2 + 1)2
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Ïóñòü v1 > 0, òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà ïðè N → ∞. Òàêèì îáðàçîì,
ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé òî÷íîñòüþ èìååì u1 = u2, v1−v2 = 1. Âçÿâ ïî ìîäóëþ îáå ÷àñòè
âòîðîãî óðàâíåíèÿ, âèäèì, ÷òî v2 < 0. Ïåðåìíîæèâ äâà óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì:(

u1 + i(v1 − 1
2
)

u1 + i(v1 +
1
2
)
·
u2 + i(v2 − 1

2
)

u2 + i(v2 +
1
2
)

)N

= 1

Ïîäñòàâèâ ñþäà u1 = u2, v1 − v2 = 1, ïðèäåì ê ñîîòíîøåíèþ(
u1 + i(v1 − 3

2
)

u1 + i(v1 +
1
2
)

)N

= 1

îòêóäà v1 = 1
2
. Èòàê, ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé òî÷íîñòüþ ïðè N → ∞ èìååì ñåìåéñòâî

ðåøåíèé

λ1 = u+
i

2
, λ2 = u− i

2
(1.24)

Íà æàðãîíå ñïåöèàëèñòîâ ïî àíçàöó Áåòå òàêîå ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ ñòðóíîé. Â
äàííîì ñëó÷àå ýòî ñòðóíà äëèíû 2. Âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð u ïðîèçâîëåí. ×åðåç
íåãî âûðàæàåòñÿ ïîëíûé èìïóëüñ äàííîãî ñîñòîÿíèÿ è åãî ýíåðãèÿ:

p(λ1, λ2) = p(λ1) + p(λ2) = p(u/2) = −i log
u+ i

u− i

E(λ1, λ2) = ε(λ1) + ε(λ2) = 1− cos p(λ1, λ2) =
2

u2 + 1

(1.25)

Óïðàæíåíèå. Âûâåñòè ýòè ôîðìóëû.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî E(u+ i
2
, u− i

2
) âñåãäà ìåíüøå, ÷åì ýíåðãèÿ äâóõ ìàãíîíîâ

ñ èìïóëüñàìè p1 è p2 òàêèìè, ÷òî p1 + p2 = p(u + i
2
, u − i

2
) = p(u/2). Ïîýòîìó

äàííîå ñîñòîÿíèå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå äâóõ ìàãíîíîâ.
Îïèñàòü êà÷åñòâåííî, êàê âûãëÿäèò åãî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ.

Âåðíåìñÿ ê ñëó÷àþ êîíå÷íûõ N è ïîäâåäåì èòîã. Ìû ïîñòðîèëè ñîáñòâåííûå ñî-
ñòîÿíèÿ îïåðàòîðà Hxxx âèäà |Ψ(λ1, λ2)⟩, ãäå λ1, λ2 � ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé Áåòå (1.23). Èõ èìïóëüñ è ýíåðãèÿ äàþòñÿ ôîðìóëàìè

p(λ1, λ2) = p(λ1) + p(λ2)

E(λ1, λ2) = ε(λ1) + ε(λ2)

Ýòè ñîñòîÿíèÿ âûðîæäåíû, ïîñêîëüêó âñå ñîñòîÿíèÿ âèäà Sm
− |Ψ(λ1, λ2)⟩ ñ 1 < m ≤

N − 2 � òîæå ñîáñòâåííûå ñ òîé æå ýíåðãèåé. Î÷åâèäíî, Sz|Ψ(λ1, λ2)⟩ = (N −
4)|Ψ(λ1, λ2)⟩.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî S+|Ψ(λ1, λ2)⟩ = 0. (Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîðû |Ψ(λ1, λ2)⟩
ÿâëÿþòñÿ ñòàðøèìè îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû SU(2).)

Áîëåå äâóõ ïåðåâåðíóòûõ ñïèíîâ: îáùèé ñëó÷àé. Òî, ÷òî íàì óäàëîñü äèàãî-
íàëèçîâàòü ãàìèëüòîíèàí â ñåêòîðå ñ äâóìÿ ïåðåâåðíóòûìè ñïèíàìè, íå óäèâèòåëü-
íî (çàäà÷à äâóõ òåë âñåãäà ðåøàåòñÿ). Çàìå÷àòåëüíî òî, ÷òî òîò æå ìåòîä ïîçâîëÿåò
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ïðîäâèíóòüñÿ ãîðàçäî äàëüøå è ðåøèòü çàäà÷ó â ñåêòîðå ñ ëþáûì êîëè÷åñòâîì m
ïåðåâåðíóòûõ ñïèíîâ.

Èòàê, ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ îïåðàòîðà Hxxx = N − P â ïîäïðîñòðàíñòâå H(m)
áóäåì èñêàòü â âèäå

|Ψ⟩ =
∑

1≤k1<...<km≤N

a(k1, . . . , km) σ
(k1)
− . . . σ

(km)
− |Ω⟩

Óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òàêîå æå, êàê è ðàíåå: P |Ψ⟩ = (N − E) |Ψ⟩
(íàïîìíèì, ÷òî P =

∑
k Pk,k+1). Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ìû ýòî äåëàëè äëÿ äâóõ

ñïèíîâ, ñâåðíåì îáå ÷àñòè ñ êîâåêòîðîì ⟨Ω|σ(n1)
+ . . . σ

(nm)
+ (ïðè n1 < n2 < . . . < nm),

⟨Ω|σ(n1)
+ . . . σ

(nm)
+ P |Ψ⟩ = (N − E) ⟨Ω| σ(n1)

+ . . . σ
(nm)
+ |Ψ⟩ (1.26)

è ïðîíåñåì âñå îïåðàòîðû ïåðåñòàíîâêè íàëåâî. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ïðàâèëî
ïðîíîñà çàïèøåì â âèäå

σ
(n)
+ Pk,k+1 = Pk,k+1(σ

(n)
+ + β

(n)
k )

ãäå
β
(n)
k ≡ δkn(σ

(n+1)
+ − σ

(n)
+ ) + δk+1,n(σ

(n−1)
+ − σ

(n)
+ )

Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (1.26) ðàâíà (N − E)a(n1, . . . , nm), à ëåâàÿ ïîñëå ïðîíîñà
îïåðàòîðîâ ïåðåñòàíîâêè íàëåâî âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:∑

k

⟨Ω| (σ(n1)
+ + β

(n1)
k )(σ

(n2)
+ + β

(n2)
k ) . . . (σ

(nm)
+ + β

(nm)
k ) |Ψ⟩

Íå î÷åíü âðàçóìèòåëüíî, íî äàâàéòå ïîñìîòðèì, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ðàñêðûòèÿ
ñêîáîê è âçÿòèÿ ñóììû ïî k (îò 1 äî N). Âî-ïåðâûõ, èìååòñÿ ÷ëåí, íå ñîäåðæàùèé

îïåðàòîðîâ β
(n)
k ; îí íå çàâèñèò îò k, è ïîñëå âçÿòèÿ ñóììû äàåò

N ⟨Ω|σ(n1)
+ . . . σ

(nm)
+ |Ψ⟩ .

Âî-âòîðûõ, èìååòñÿ m ÷ëåíîâ, â êàæäûé èç êîòîðûõ îïåðàòîðû β âõîäÿò ïî îäíîìó
ðàçó. Îíè îáúåäèíÿþòñÿ â âûðàæåíèå

m∑
α=1

⟨Ω|σ(n1)
+ . . .

/
σ
(nα)
+ . . . σ

(nm)
+

(∑
k

β
(nα)
k

)
|Ψ⟩

Çäåñü ïåðå÷åðêíóòûé îïåðàòîð îçíà÷àåò åãî îòñóòñòâèå â äàííîì ìåñòå. Ëåãêî âè-
äåòü, ÷òî ∑

k

β
(n)
k = σ

(n+1)
+ + σ

(n−1)
+ − 2σ

(n)
+ ,

òàê ÷òî ýòè ÷ëåíû èìåþò âïîëíå îæèäàåìûé âèä, óæå çíàêîìûé ïî ïðåäûäóùèì
áîëåå ïðîñòûì ñëó÷àÿì. Ðàññìîòðèì òåïåðü ÷ëåíû, â êîòîðûå îïåðàòîðû β âõîäÿò
ïî äâà ðàçà:

m∑
α,α′=1
α<α′

⟨Ω|σ(n1)
+ . . .

/
σ
(nα)
+ . . .

/
σ
(nα′ )
+ . . . σ

(nm)
+

(∑
k

β
(nα)
k β

(nα′ )
k

)
|Ψ⟩
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Çàäà÷à. Ïîêàçàòü, ÷òî∑
k

β
(nα)
k β

(nα′ )
k = 0 ïðè |α′ − α| ≥ 2 (mod m)

∑
k

β
(nα)
k β

(nα+1)
k = 2 δnα+1,nα+1σ

(nα)
+ σ

(nα+1)
+

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êâàäðàòè÷íûå ïî β ÷ëåíû ñâîðà÷èâàþòñÿ â âûðàæåíèå

2
m∑

α=1

δnα+1,nα+1 ⟨Ω| σ
(n1)
+ . . . σ

(nm)
+ |Ψ⟩

(Èíäåêñ α çäåñü è äàëåå ïîíèìàåòñÿ ïî ìîäóëþ m.) Íàêîíåö, ïîñìîòðèì, ÷òî äàþò
÷ëåíû òðåòüåé è áîëåå âûñîêîé ñòåïåíè ïî β. È òóò âûÿñíÿåòñÿ ôàêò, áëàãîäàðÿ
êîòîðîìó ìåòîä Áåòå ðàáîòàåò ïðè m > 2:∑

k

β
(nα1 )
k β

(nα2 )
k . . . β

(nαr )
k = 0 ïðè r ≥ 3 è âñåõ nαi

Äîêàçàòåëüñòâî ñîâñåì íåòðóäíîå; ïðîâåñòè åãî ïðåäëàãàåòñÿ â êà÷åñòâå çàäà÷è. Ïî-
ýòîìó ÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ áîëåå äâóõ îïåðàòîðîâ β â ëåâîé ÷àñòè (1.26) ïðîñòî íåò!

Ñîáèðàÿ âñå âìåñòå, èìååì:

⟨Ω|σ(n1)
+ . . . σ

(nm)
+ (P −N)

=
m∑

α=1

⟨Ω|σ(n1)
+ . . . σ

(nα−1)
+ σ

(nα+1)
+ σ

(nα+1)
+ . . . σ

(nm)
+ +

m∑
α=1

⟨Ω|σ(n1)
+ . . . σ

(nα−1)
+ σ

(nα−1)
+ σ

(nα+1)
+ . . . σ

(nm)
+

+2
m∑

α=1

(δnα+1,nα+1 − 1) ⟨Ω|σ(n1)
+ . . . σ

(nm)
+ (1.27)

Â ñóììàõ ïî α èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ íàäî ïîíèìàòü ïî ìîäóëþ m. Âî âòîðîé ñóììå
ñäâèíåì èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ α → α+ 1. Ïîñëå âçÿòèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñ
âåêòîðîì |Ψ⟩ ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå íà àìïëèòóäû a(n1, . . . , nm):

m∑
α=1

(1− δnα+1,nα+1) a(n1, . . . , nα−1, nα+1, nα+1, . . . , nm)

+
m∑

α=1

(1− δnα,nα+1−1) a(n1, . . . , nα−1, nα, nα+1−1, . . . , nm)

− 2
m∑

α=1

(1− δnα+1,nα+1) a(n1, . . . , nm) = −E a(n1, . . . , nm)

Ñèìâîëû Êðîíåêåðà â ïåðâûõ äâóõ ñóììàõ âîçíèêëè ïî ñëåäóþùåé ïðè÷èíå. Â
ïåðâîé ñóììå ÷ëåí ñ nα + 1 = nα+1 ñîîòâåòñòâîâàë áû âåêòîðó ⟨Ω|σ(n1)

+ . . . σ
(nα−1)
+ , â

êîòîðîì åñòü äâà îäèíàêîâûõ îïåðàòîðà σ+, à ïîòîìó òàêîé âåêòîð çàíóëÿåòñÿ, è åãî
âêëàä â óðàâíåíèè íà âîëíîâóþ ôóíêöèþ íàäî èñêëþ÷èòü. Ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ
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ñäâèãà e±∂nα óðàâíåíèå íà âîëíîâóþ ôóíêöèþ ìîæíî çàïèñàòü íåñêîëüêî êîðî÷å:

m∑
α=1

(
2−e∂nα−e−∂nα

)
a(n1, . . . , nm) +

m∑
α=1

δnα+1,nα+1

(
2−e∂nα−e−∂nα

)
a(n1, . . . , nm)

= E a(n1, . . . , nm)
(1.28)

Êàê è â ñëó÷àå m = 2 áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ ñðåäè ôóíêöèé a(n1, . . . , nm), óäîâëå-
òâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ

m∑
α=1

(
2−e∂nα−e−∂nα

)
a(n1, . . . , nm) = E a(n1, . . . , nm) (1.29)

ïðè âñåõ ni, à îñòàâøèåñÿ ÷ëåíû â ëåâîé ÷àñòè îáðàòÿòñÿ â 0 ïðè íàëîæåíèè äîïîë-
íèòåëüíûõ óñëîâèé

a(n1, . . . , nα, nα, . . . , nm)+a(n1, . . . , nα+1, nα+1, . . . , nm) = 2a(n1, . . . , nα, nα+1, . . . , nm)
(1.30)

Îáùåå ðåøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, ñîáñòâåííîå äëÿ îïåðàòîðà ñäâèãà, òàêîâî:

a(n1, . . . , nm) =
∑

σ∈Sm

Aσ exp
(
i

m∑
j=1

pσ(j)nj

)
Âíåøíÿÿ ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì m! ïåðåñòàíîâêàì èíäåêñîâ {1, 2, . . . ,m}, à ïàðà-
ìåòðû pα è êîýôôèöèåíòû Aσ ïðîèçâîëüíû. Ïðè ýòîì èìïóëüñ è ýíåðãèÿ äàþòñÿ
ôîðìóëàìè

P =
m∑

α=1

pα , E = 2
m∑

α=1

(1− cos pα)

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ m = 2 óñëîâèÿ (1.30) íàëàãàþò íà êîýôôèöèåíòû Aσ ñîîòíî-
øåíèÿ, êîòîðûå óäàåòñÿ îäíîçíà÷íî ðàçðåøèòü ñ òî÷íîñòüþ äî îáùåãî ìíîæèòåëÿ.
Ïîäðîáíûé àíàëèç ïðåäëàãàåòñÿ ïðîäåëàòü â êà÷åñòâå ïîó÷èòåëüíîãî óïðàæíåíèÿ
(åñëè íå â îáùåì âèäå, òî õîòÿ áû äëÿ m = 3).

Ðåçóëüòàò èìååò ñëåäóþùèé âèä (ïðè 1 ≤ n1 < n2 < . . . < nN ≤ N):

a(n1, n2, . . . , nm) =
∑

σ∈Sm

exp
(
i

m∑
j=1

pσ(j)nj +
i

2

∑
j<k

θσ(j)σ(k)
)

(1.31)

ãäå ôàçû θjk ≡ θ(pj, pk) îïðåäåëÿþòñÿ òîé æå ôîðìóëîé

eiθ(pj ,pk) = − 1 + ei(pj+pk) − 2eipj

1 + ei(pj+pk) − 2eipk

÷òî è ðàíüøå. Âûðàæåíèå (1.31) íàçûâàåòñÿ âîëíîâîé ôóíêöèåé Áåòå. Êàê óæå îòìå-

÷àëîñü, ýòî ñîñòîÿíèå èìååò ýíåðãèþ E = 2
m∑
j=1

(1−cos pj). Àíàëîãè÷íî (1.18), ìîæíî

ïðîäîëæèòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ (1.31) ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì âî âñå îáëàñòè êîí-
ôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà ñ äðóãèì ïîðÿäêîì ðàñïîëîæåíèÿ n1, n2, . . . , nN :

asymm(n1, n2, . . . , nm) =
∑

σ∈Sm

exp
(
i

m∑
j=1

pσ(j)nj +
i

2

∑
j<k

sign (nk − nj)θσ(j)σ(k)
)

(1.32)
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Óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè çàïèøåòñÿ òåïåðü òàê:

a(n1, n2, . . . , nm) = a(n2, n3, . . . , n1 +N) (1.33)

÷òî ïðèâîäèò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé Áåòå:

eipjN =
∏
k ̸=j

eiθ(pj ,pk), j = 1, . . . ,m. (1.34)

Â λ-ïàðàìåòðèçàöèè îíà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(
λj − i

2

λj +
i
2

)N

=
∏
k ̸=j

λj − λk − i

λj − λk + i
, j = 1, . . . ,m. (1.35)

Óïðàæíåíèå. Âûâåñòè óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè (1.33) äëÿ m = 3 ñ ïîìîùüþ
ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íîãî òîìó, êîòîðîå áûëî èñïîëüçîâàíî ïðè âûâîäå óñëîâèÿ
(1.17).

Çàäà÷à (ñëîæíàÿ). Äîêàçàòü, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ
∣∣∣Ψ(m)

⟩
, ïîñòðîåííûå

ïî ðåøåíèÿì óðàâíåíèé Áåòå, ÿâëÿþòñÿ ñòàðøèìè, ò.å. S+

∣∣∣Ψ(m)
⟩
= 0.

Ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.35) ïðèN → ∞ èññëåäóþòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ äâóõ ìàãíî-
íîâ. Âåùåñòâåííûì ðåøåíèÿì ñîîòâåòñòâóþò ñîñòîÿíèÿ m íåçàâèñèìûõ ìàãíîíîâ.
Êîìïëåêñíûå ðåøåíèÿ ñîáèðàþòñÿ â �ñòðóíû�, äëèíû êîòîðûõ ìîãóò áûòü ðàâíû
2M + 1 ≤ m, ãäå M ∈ 1

2
Z≥0. ×èñëà λk äëÿ ñòðóíû äëèíû 2M + 1 òàêîâû:

λk = u+ ik, k = −M,−M + 1, . . . ,M − 1,M,

ãäå u � ïðîèçâîëüíûé âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð. Íàïðèìåð, ñòðóíà äëèíû 2 � ýòî {u+
i
2
, u− i

2
}, äëèíû 3 � {u+i, u, u−i}, è ò. ä. Ñòðóíû äëèíû 2M+1 > 1 èíòåðïðåòèðóþòñÿ

êàê ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ 2M+1 ìàãíîíîâ. Ñàìè ìàãíîíû ìîæíî ôîðìàëüíî ñ÷èòàòü
ñòðóíàìè äëèíû 1 (â ýòîì ñëó÷àå M = 0).

Çàäà÷à. Âûâåñòè âîçìîæíûé âèä ñòðóííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Áåòå â ïðåäåëå
N → ∞.

Èòàê, â ñîáñòâåííîì ñîñòîÿíèè îáùåãî âèäà ÷èñëà λj îáúåäèíÿþòñÿ â ñòðóíû
ðàçëè÷íîé äëèíû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç νM ÷èñëî ñòðóí äëèíû 2M + 1 è ÷åðåç λj,M

(j = 1, . . . , νM) âåùåñòâåííûå ÷àñòè ïàðàìåòðîâ λ, âõîäÿùèõ â ñòðóíó ñ íîìåðîì j.
Ïîëíîå ÷èñëî ñòðóí (âêëþ÷àÿ ñòðóíû äëèíû 1) îáîçíà÷èì ÷åðåç Q. Èìååì:

Q =
∑
M≥0

νM , m =
∑
M≥0

(2M + 1)νM

Íàáîð öåëûõ ÷èñåë {m,Q, {νM}}, ñâÿçàííûõ ýòèìè ñîîòíîøåíèÿìè, õàðàêòåðèçó-
åò ñîñòîÿíèå ñ òî÷íîñòüþ äî çàäàíèÿ Q âåùåñòâåííûõ ÷èñåë λj,M . Áóäåì íàçûâàòü
òàêîé íàáîð êîíôèãóðàöèåé. Ýíåðãèÿ è èìïóëüñ ñîñòîÿíèÿ, îòâå÷àþùåãî äàííîé
êîíôèãóðàöèè, ñêëàäûâàþòñÿ èç Q ñëàãàåìûõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ýíåðãèþ è
èìïóëüñ îòäåëüíûõ ñòðóí (ýòî âåðíî ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé òî÷íîñòüþ ïðè N → ∞).
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Çàäà÷à. Ïîêàçàòü, ÷òî ýíåðãèÿ è èìïóëüñ ñòðóíû äëèíû 2M + 1 ñ λk = u + ik
(k = −M,−M +1, . . . ,M−1,M) ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé òî÷íîñòüþ ïðè N → ∞ äàþòñÿ
ôîðìóëàìè:

E =
1

2M + 1
ε
( u

2M + 1

)
=

2M + 1

u2 + (M + 1
2
)2

=
2

2M + 1
(1− cosP ),

P = p
( u

2M + 1

)
= −2arctg

u

M + 1
2

+ π (mod 2π)

(1.36)

Ïðè ôèêñèðîâàííîì m è N → ∞ âåùåñòâåííûå ïàðàìåòðû λj,M ïðîèçâîëüíû,
ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî áûëî äëÿm = 2. Åñëè æå N ñòðåìèòñÿ ê∞ âìåñòå ñm, òàê ÷òî
îòíîøåíèå m/N ôèêñèðîâàíî, äëÿ ïàðàìåòðîâ λj,M çàäàííîé êîíôèãóðàöèè ìîæíî
âûâåñòè ñèñòåìó óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç èñõîäíûõ óðàâíåíèé Áåòå ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Äëÿ âûäåëåííîé ñòðóíû äëèíû 2M + 1 ïåðåìíîæèì óðàâíåíèÿ
Áåòå äëÿ âõîäÿùèõ â ýòó ñòðóíó ïàðàìåòðîâ λj. Â ïðàâîé ÷àñòè ïåðåìíîæèì ñîìíî-

æèòåëè λj−λk−i

λj−λk+i
ïî k â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçáèåíèåì ïåðåìåííûõ λ íà ñòðóíû â äàííîé

êîíôèãóðàöèè. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

V0(λ) =
λ− i

λ+ i

Çàäà÷à. Äîêàçàòü òîæäåñòâà

M∏
l=−M

V0(2λ+ 2il) = V0

( 2λ

2M + 1

)
M∏

l=−M

V0(λ+ il) = V0

( λ

M

)
V0

( λ

M+1

)
≡ VM(λ)

M1∏
l1=−M1

M2∏
l2=−M2

V0(λ+ i(l1 + l2)) =
M1+M2∏

L=|M1−M2|
VL(λ) ≡ VM1,M2(λ)

Çàäà÷à. Ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé íà âåùåñòâåííûå ïàðàìåòðû λj,M èìå-
åò âèä

V N
0

( λj,M1

M1 +
1
2

)
=
∏
M2

νM2∏
k=1

(k,M2)̸=(j,M1)

VM1,M2(λj,M1 − λk,M2) (1.37)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè N → ∞ ñîáñòâåííûå âåêòîðû ãàìèëüòîíèàíà XXX-öåïî÷êè
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîñòîÿíèÿ ðàññåÿíèÿ ìàãíîíîâ è èõ ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé �
ñòðóí äëèíû áîëüøå 1.

1.1.4 Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå àíòèôåððîìàãíèòíîé öåïî÷êè

Ðàññìîòðèì òåïåðü ãàìèëüòîíèàí XXX-ìîäåëè, âçÿòûé ñ äðóãèì çíàêîì:

Hxxx,AF =
1

2

N∑
k=1

(
σ(k)
x σ(k+1)

x + σ(k)
y σ(k+1)

y + σ(k)
z σ(k+1)

z − σ
(k)
0 σ

(k+1)
0

)
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Ïðè ýòîì âî âñåõ ïîëó÷åííûõ âûøå âûðàæåíèÿõ äëÿ ýíåðãèé m-ìàãíîííûõ ñîñòîÿ-
íèé íàäî èçìåíèòü çíàê. Ýòî ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî âàêóóì |Ω⟩ áóäåò òåïåðü îáëàäàòü
ìàêñèìàëüíîé ýíåðãèåé (ðàâíîé 0), à âñå ñîñòîÿíèÿ ñ êàêèì-òî êîëè÷åñòâîì ìàãíî-
íîâ ñ íåíóëåâûìè èìïóëüñàìè áóäóò èìåòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè � òåì
ìåíüøèå, ÷åì áîëüøå m. Ôèçèêè ïîýòîìó ãîâîðÿò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå |Ω⟩ � ëîæ-
íûé âàêóóì, à íàñòîÿùèé (ôèçè÷åñêèé) âàêóóì, ò.å. ñîñòîÿíèå ñ ìàêñèìàëüíîé ïî
ìîäóëþ îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèåé, ïîëó÷àåòñÿ çàïîëíåíèåì ëîæíîãî âàêóóìà ìàêñè-
ìàëüíî âîçìîæíûì êîëè÷åñòâîì ìàãíîíîâ. Çäåñü ìîæíî ïðîâåñòè àíàëîãèþ ñ ìîðåì
Äèðàêà.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî N ÷åòíî. Òîãäà îñíîâíîå ñîñòîÿíèå áóäåò
íàõîäèòüñÿ â ñåêòîðå ñ íóëåâîé ïîëíîé ïðîåêöèåé ñïèíà, ò.å. áóäåò èìåòü m = N/2
ïåðåâåðíóòûõ ñïèíîâ. Äàëåå â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèÿ Áåòå ïîç-
âîëÿþò ïîëó÷èòü èñ÷åðïûâàþùóþ èíôîðìàöèþ îá ýòîì ñîñòîÿíèè ïðè N → ∞.
Ïîëíîå îïèñàíèå âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé íàä ôèçè÷åñêèì âàêóóìîì òîæå âîçìîæ-
íî (ñì., íàïðèìåð, [5]), íî ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî àíàëèçîì îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè âñå λj âåùåñòâåííû, ò.å. ñòðóí äëèíû
áîëüøå 1 íåò.

Èòàê, ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.35) è ïåðåéäåì â íåé ê ëîãàðèôìàì:

N log
λj − i

2

λj +
i
2

=
N/2∑

k=1,̸=j

log
λj − λk − i

λj − λk + i
+ 2πiqj, j = 1, . . . ,

N

2
,

èëè

Np(λj) =
N/2∑

k=1, ̸=j

p
(λj−λk

2

)
− 2πqj

ãäå qj � êàêèå-òî öåëûå ÷èñëà. Âñïîìíèâ, ÷òî 2λ = −tg p− π

2
(ñì. (1.20)), ìû ìîæåì

çàïèñàòü ýòè óðàâíåíèÿ â âèäå

arctg(2λj) =
π

N
Qj +

1

N

N/2∑
k=1

arctg(λj − λk) , j = 1, . . . ,
N

2

ãäå öåëûå (ïðè íå÷åòíûõ N/2) èëè ïîëóöåëûå (ïðè ÷åòíûõ N/2) ÷èñëà Qj ñâÿçàíû ñ
èñõîäíûìè öåëûìè qj ôîðìóëîé Qj =

1
4
(3N+2)−qj. Ïîäðîáíûé àíàëèç ïîêàçûâàåò,

÷òî â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåëQj ìîíîòîííî âîçðàñòàåò âìåñòå

ñ j â èíòåðâàëå
[
−N

4
+ 1

2
, N

4
− 1

2

]
, ò.å. Qj+1 −Qj = 1. Ïðè N → ∞ ìîæíî çàìåíèòü

Qj

N
→ x, λj → λ(x), −1

4
≤ x ≤ 1

4

ãäå λ(x) � ìîíîòîííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì λ(±1
4
) = ±∞. Íà íåå â ïðåäåëå

ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

arctg 2λ(x) = πx+

1/4∫
−1/4

arctg (λ(x)− λ(x′))dx′ (1.38)

Óäîáíåå, îäíàêî, ðàáîòàòü ñ ôóíêöèåé

ρ(λ) =
(dλ(x)

dx

)−1
∣∣∣∣∣
x=x(λ)

(1.39)
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(çäåñü x(λ) � ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê λ(x)), êîòîðàÿ èìååò ñìûñë íîðìèðîâàííîé ïëîò-
íîñòè ÷èñåë λj â èíòåðâàëå [λ, λ+ dλ]. Ýòî ëåãêî ïîíÿòü, íàïèñàâ

Nρ(λ)dλ = N(x(λ+ dλ)− x(λ)) = N
dx

dλ
dλ = Ndx

Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè x(λ) ñïðàâà ñòîèò êîëè÷åñòâî ÷èñåëQj íà èíòåðâàëå [x, x+
dx]. Ïîýòîìó ëåâàÿ ÷àñòü ðàâíà êîëè÷åñòâó ÷èñåë λj â èíòåðâàëå [λ, λ+dλ]. Îòñþäà
ÿñíî, ÷òî ôóíêöèÿ ρ(λ) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ íîðìèðîâêè∫ +∞

−∞
ρ(λ) dλ =

1

2
(1.40)

Ââåäåíèå ôóíêöèè ïëîòíîñòè ïîçâîëÿåò â ïðåäåëå N → ∞ çàìåíÿòü ñóììû èíòå-
ãðàëàìè ïî ïðàâèëó ∑

j

f(λj) = N
∫ ∞

−∞
f(λ)ρ(λ)dλ

Äèôôåðåíöèðóÿ (1.38) ïî x, ïîëó÷èì äëÿ ρ(λ) èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

πρ(λ) +
∫ +∞

−∞

ρ(µ) dµ

(λ− µ)2 + 1
=

2

4λ2 + 1
(1.41)

Îíî ðåøàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå. ×òîáû ïåðåéòè ê Ôóðüå-îáðàçàì, ïðîèíòå-
ãðèðóåì îáå ÷àñòè ñ ôóíêöèåé eiλξ è ó÷òåì, ÷òî

∞∫
−∞

eiλξdλ

λ2 + 1
= πe−|ξ|

Òîãäà íà Ôóðüå-îáðàç ρ̂(ξ) =
∫ ∞

−∞
eiλξρ(λ)dλ ïîëó÷àåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå,

ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä ρ̂(ξ) =
1

2 cosh(ξ/2)
, îòêóäà

ρ(λ) =
1

2π

∞∫
−∞

e−iλξ dξ

2 cosh(ξ/2)
=

1

2 cosh(πλ)
(1.42)

Ýíåðãèÿ è èìïóëüñ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

E0 = −
N/2∑
k=1

ε(λj) = −N
∫ ∞

−∞
ε(λ)ρ(λ)dλ

P0 =
N/2∑
k=1

p(λj) =
∫ ∞

−∞
p(λ)ρ(λ)dλ

Óïðàæíåíèå. Âû÷èñëèòü ýòè èíòåãðàëû è ïîêàçàòü, ÷òî E0 = −2N log 2, P0 =
πN/2 (mod 2π).
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1.1.5 Àíèçîòðîïíàÿ ñïèíîâàÿ öåïî÷êà: XXZ-ìîäåëü

Ãàìèëüòîíèàí àíèçîòðîïíîé ìîäåëè Ãåéçåíáåðãà (XXZ-ìîäåëè) èìååò âèä

Hxxz = − 1

2

N∑
k=1

(
σ(k)
x σ(k+1)

x + σ(k)
y σ(k+1)

y +∆(σ(k)
z σ(k+1)

z − 1)
)

(1.43)

ãäå ∆ íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì àíèçîòðîïèè. Äèàãîíàëèçàöèÿ ýòîãî îïåðàòîðà ìåòî-
äîì Áåòå ëèøü íåìíîãèì ñëîæíåå, ÷åì â èçîòðîïíîì ñëó÷àå. Â ñàìîì äåëå, íàïèñàâ

Hxxz = Hxxx − 1

2
(∆− 1)

( N∑
k=1

σ(k)
z σ(k+1)

z −N
)

âèäèì, ÷òî äîáàâî÷íàÿ ÷àñòü äåéñòâóåò íà áàçèñíûå âåêòîðû äèàãîíàëüíî è ïîòîìó
åå âêëàä ëåãêî ó÷èòûâàåòñÿ.

Ââåäåì âðåìåííîå îáîçíà÷åíèå
∣∣∣ k1, k2, . . . , km⟩ ≡ σ

(k1)
+ σ

(k2)
+ . . . σ

(km)
+ |Ω⟩ (êàê îáû÷-

íî, ïðè 1 ≤ k1 ≤ . . . ≤ km ≤ N). Èç î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà

σ(k)
z

∣∣∣ k1, k2, . . . , km⟩ = (
1− 2

m∑
α=1

δk,kα
) ∣∣∣ k1, k2, . . . , km⟩

ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî

( N∑
k=1

σ(k)
z σ(k+1)

z −N
) ∣∣∣ k1, k2, . . . , km⟩ = 4

m∑
α=1

(
δkα+1,kα+1 − 1

) ∣∣∣ k1, k2, . . . , km⟩
Ýòîò äîáàâî÷íûé âêëàä ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî â âûðàæåíèè äëÿ êîâåêòîðà

−⟨Ω|σ(n1)
+ . . . σ

(nm)
+ Hxxz = ⟨Ω|σ(n1)

+ . . . σ
(nm)
+

[
P −N +

1

2
(∆− 1)

( N∑
k=1

σ(k)
z σ(k+1)

z −N
)]

àíàëîãè÷íîì (1.27) òðåòüÿ ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè âîéäåò ñ êîýôôèöèåíòîì 2∆ âìåñòî
2. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (1.28) è óñëîâèÿ (1.30) ïðèìóò ñîîòâåòñòâåííî âèä

m∑
α=1

(
2∆−e∂nα−e−∂nα

)
a(n1, . . . , nm) +

m∑
α=1

δnα+1,nα+1

(
2∆−e∂nα−e−∂nα

)
a(n1, . . . , nm)

= E a(n1, . . . , nm)
(1.44)

a(n1, . . . , nα, nα, . . . , nm) + a(n1, . . . , nα+1, nα+1, . . . , nm)

= 2∆a(n1, . . . , nα, nα+1, . . . , nm)
(1.45)

Îáùåå ðåøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, ñîáñòâåííîå äëÿ îïåðàòîðà ñäâèãà, òàêîå æå, êàê
è â èçîòðîïíîì ñëó÷àå:

a(n1, . . . , nm) =
∑

σ∈Sm

Aσ exp
(
i

m∑
j=1

pσ(j)nj

)
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Ïîëíûé èìïóëüñ îïÿòü äàåòñÿ ñóììîé ïàðàìåòðîâ pα, íî âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè
ìîäèôèöèðóåòñÿ:

P =
m∑

α=1

pα , E = 2
m∑

α=1

(∆− cos pα)

Óñëîâèÿ (1.45) íàëàãàþò íà êîýôôèöèåíòû Aσ ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå óäàåòñÿ îäíî-
çíà÷íî ðàçðåøèòü ñ òî÷íîñòüþ äî îáùåãî ìíîæèòåëÿ.

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ Áåòå (ïðè 1 ≤ n1 < n2 < . . . < nN ≤ N) èìååò òàêîé æå
îáùèé âèä (1.31), êàê è ðàíüøå:

a(n1, n2, . . . , nm) =
∑

σ∈Sm

exp
(
i

m∑
j=1

pσ(j)nj +
i

2

∑
j<k

θσ(j)σ(k)
)

(1.46)

íî ôàçû θjk ≡ θ(pj, pk) îïðåäåëÿþòñÿ òåïåðü ôîðìóëîé

eiθ(pj ,pk) = − 1 + ei(pj+pk) − 2∆eipj

1 + ei(pj+pk) − 2∆eipk

Óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè (1.33) ïðèâîäèò ê òåì æå óðàâíåíèÿì Áåòå íà ïàðàìåòðû pi
â ôîðìå (1.34).

Ñóùåñòâóþò òàêæå àíàëîãè λ-ïàðàìåòðèçàöèè. Îíè ðàçëè÷íû â ñëó÷àÿõ ∆ > 1
è 0 < ∆ < 1.

Ïóñòü ñíà÷àëà ∆ > 1. Ïàðàìåòð λ ââîäèòñÿ ôîðìóëîé

eip =
sin η(λ+ i

2
)

sin η(λ− i
2
)

èëè ctg
p

2
= coth (η/2) tg (ηλ) (1.47)

ãäå âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð η ñâÿçàí ñ ∆ ñîîòíîøåíèåì

∆ = cosh η (1.48)

Äëÿ ñäâèãà ôàçû èìååì:

eiθ12 =
sin η(λ1 − λ2 + i)

sin η(λ1 − λ2 − i)
(1.49)

Ôóíêöèè p(λ) è ε(λ) òàêîâû (ñð. ñ (1.21)):

p(λ) = −2 arctg

(
tg (ηλ)

tanh(η/2)

)
+ π

ε(λ) =
2 sinh2 η

cosh η − cos(2ηλ)

(1.50)

Îíè ïåðåõîäÿò â (1.21) â ïðåäåëå η → 0. Óðàâíåíèÿ Áåòå äëÿ XXZ-ìîäåëè â λ-
ïàðàìåòðèçàöèè òàêîâû:(

sin η(λj − i
2
)

sin η(λj +
i
2
)

)N

=
∏
k ̸=j

sin η(λj − λk − i)

sin η(λj − λk + i)
, j = 1, . . . ,m. (1.51)

Ôîðìóëû äëÿ ñëó÷àÿ |∆| < 1 ïîëó÷àþòñÿ èç íàïèñàííûõ âûøå çàìåíîé η = iγ,
ïðè ýòîì ∆ = cos γ.

Çàäà÷à. Íàéòè ñòðóííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Áåòå äëÿ XXZ-ìîäåëè ïðè m = 2
â ïðåäåëå N → ∞ è âûðàçèòü èìïóëüñ è ýíåðãèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñòîÿíèé ÷åðåç
âåùåñòâåííûå ÷àñòè ÷èñåë λj.
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1.2 Àíçàö Áåòå äëÿ îäíîìåðíîãî áîçå-ãàçà ñ òî÷å÷íûì âçàè-

ìîäåéñòâèåì

Öåëü ýòîãî ðàçäåëà � ïîêàçàòü, êàê àíçàö Áåòå ðàáîòàåò äëÿ íåïðåðûâíûõ ìîäåëåé.

Ðàññìîòðèì N êâàíòîâûõ ÷àñòèö íà ïðÿìîé, êîòîðûå âçàèìîäåéñòâóþò, òîëüêî
êîãäà êàêèå-òî äâå èç íèõ îêàçûâàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Òàêîå �òî÷å÷íîå âçàèìîäåé-
ñòâèå� ìàòåìàòè÷åñêè îïèñûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì â âèäå δ-ôóíêöèè. Ãàìèëüòîíèàí â
êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä

ĤN = −
N∑
j=1

∂2

∂x2
j

+ 2c
∑

1≤j<k≤N

δ(xj − xk) (1.52)

Ìû ïîëîæèëè h̄ = 1, ìàññà ÷àñòèöû = 1
2
. Ïðè c = 0 èìååì ñèñòåìó ñâîáîäíûõ

(íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ) ÷àñòèö. Ïðè c > 0 ÷àñòèöû îòòàëêèâàþòñÿ äðóã îò äðóãà
(èì ýíåðãåòè÷åñêè íåâûãîäíî íàõîäèòüñÿ â îäíîé òî÷êå), ïðè c < 0 ïðèòÿãèâàþòñÿ.
Íèæå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé îòòàëêèâàíèÿ c > 0.

Ïî ïðàâèëàì êâàíòîâîé ìåõàíèêè îïåðàòîð èìïóëüñà òàêîé ñèñòåìû ÷àñòèö:

P̂N = −i
N∑
j=1

∂

∂xj

(1.53)

Îí êîììóòèðóåò ñ ãàìèëüòîíèàíîì, ïîñêîëüêó âçàèìîäåéñòâèå çàâèñèò òîëüêî îò
ðàçíîñòåé êîîðäèíàò. Òî åñòü ïîëíûé èìïóëüñ ñîõðàíÿåòñÿ. Ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå
Øðåäèíãåðà äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè Ψ èìååò âèä

ĤNΨ(x1, . . . , xN) = EΨ(x1, . . . , xN) (1.54)

Åãî-òî ìû è õîòèì ðåøèòü. À òî÷íåå, ìû õîòèì, êàê è â ñëó÷àå XXX-ìîäåëè, íàéòè
îáùèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ãàìèëüòîíèàíà è îïåðàòîðà ïîëíîãî èìïóëüñà, à òàêæå,
â ïåðâóþ î÷åðåäü, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè íà òàêèõ ñîñòîÿíèÿõ (ñïåêòð).

1.2.1 Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ Áåòå

Íà÷íåì îïÿòü ñ òðèâèàëüíîãî ñëó÷àÿ îäíîé ÷àñòèöû. Èìååì:

Ψ(x1) = eip1x1 , E = p21

Åñëè íàëîæèòü ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Ψ(x1 + L) = Ψ(x1), èìïóëüñ p1
áóäåò êâàíòîâàòüñÿ: p1 = 2πℓ/L, ℓ ∈ Z≥0. Ïîñêîëüêó ÷àñòèöà îäíà, âçàèìîäåéñòâèå
íèêàê íå ïðîÿâëÿåòñÿ.

Äëÿ äâóõ ÷àñòèö çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ èíòåðåñíåå:

−(∂2
x1

+ ∂2
x2
)Ψ(x1, x2) + 2cδ(x1 − x2)Ψ(x1, x2) = EΨ(x1, x2)

Ïðè x1 = x2 èìååòñÿ îñîáåííîñòü. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ïðè ýòîì íåïðåðûâíàÿ, íî åå
ïðîèçâîäíûå èñïûòûâàþò ñêà÷îê. Ïðè x1 ̸= x2 âçàèìîäåéñòâèÿ íåò, è ÷àñòèöû âåäóò
ñåáÿ êàê ñâîáîäíûå, ò.å âîëíîâóþ ôóíêöèþ ïðè, íàïðèìåð, x1 < x2 ìîæíî èñêàòü â
âèäå

Ψ(x1, x2) = A12e
i(p1x1+p2x2) + A21e

i(p1x2+p2x1),
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ïðè ýòîì −(∂2
x1

+ ∂2
x2
)Ψ = EΨ ñ E = p21 + p22.

Äåëüòà-ôóíêöèîííûé ïîòåíöèàë ýêâèâàëåíòåí íàëîæåíèþ îïðåäåëåííîãî ãðà-
íè÷íîãî óñëîâèÿ íà ýòó ôóíêöèþ ïðè x1 = x2 − 0. Íåñëîæíûå àðãóìåíòû ïîêà-
çûâàþò, ÷òî óñëîâèå ýòî òàêîâî:

(∂x2 − ∂x1 − c)Ψ
∣∣∣
x1=x2−0

= 0 (1.55)

îòêóäà íàõîäèì
A21

A12

=
p1 − p2 − ic

p1 − p2 + ic
(1.56)

×òîáû âûâåñòè äàííîå óñëîâèå, ïåðåéäåì ê êîîðäèíàòàì x = x2−x1, X = 1
2
(x2+x1),

òîãäà ∂x2 − ∂x1 = 2∂x, ∂
2
x1

+ ∂2
x2

= 2∂2
x +

1
2
∂2
X , è óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà çàïèøåòñÿ â

âèäå

−2∂2
xΨ+ 2cδ(x)Ψ = (E +

1

2
∂2
X)Ψ

Â ïðàâîé ÷àñòè ñîáðàíû ÷ëåíû, êîòîðûå îñòàþòñÿ êîíå÷íûìè ïðè x = 0. Ëåâàÿ
÷àñòü òîæå äîëæíà áûòü êîíå÷íîé, à ýòî çíà÷èò, ÷òî îñîáåííîñòü δ-ôóíêöèîííîãî
÷ëåíà äîëæíà êîìïåíñèðîâàòüñÿ ðàçðûâîì ïåðâîé ïðîèçâîäíîé Ψ â òî÷êå x = 0.
Èíûìè ñëîâàìè, ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïî x ïî ìàëîìó èíòåðâàëó
[0, ε] è óñòðåìèì ε → 0: ∫ ε

0
(−2∂2

xΨ+ 2cδ(x)Ψ)dx = 0

Â ïðàâîé ÷àñòè ìû íàïèñàëè 0, ïîñêîëüêó â ïðåäåëå ε → 0 âñå ÷ëåíû â ïðàâîé ÷àñòè
èñ÷åçàþò. Èìååì, ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòíîøåíèå

−2∂xΨ
∣∣∣ε
0
+ 2c

∫ ε

0
δ(x)Ψdx = 0

Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàê ïîíèìàòü èíòåãðàë îò δ-ôóíêöèè ïî îòðåçêó, ëåâûì êîíöîì
êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íîñèòåëü δ-ôóíêöèè � òî÷êà x = 0. Â áîëüøèíñòâå èçëîæåíèé ìå-
òîäà Áåòå äëÿ ýòîé ìîäåëè èíòåãðèðîâàíèå çäåñü ïðîâîäèòñÿ ïî îòðåçêó |x| ≤ ε, ÷òî,
ñ îäíîé ñòîðîíû, ñíèìàåò ýòó ïðîáëåìó, à ñ äðóãîé òðåáóåò ïðîäîëæåíèÿ âîëíîâîé
ôóíêöèè â îáëàñòü x1 > x2, â êîòîðîé îíà èçíà÷àëüíî íå áûëà îïðåäåëåíà. (Ìåæ-
äó òåì, èñõîäíàÿ çàäà÷à ïî ñóòè íå ïðåäïîëàãàåò òàêîãî äîîïðåäåëåíèÿ.) Êîíå÷íî,
âñåãäà ïðåäïîëàãàåòñÿ ñèììåòðè÷íîå ïðîäîëæåíèå, è ýòî ïðàâèëüíî, íî íàì êàæåò-
ñÿ âàæíûì, ÷òî åñòü âîçìîæíîñòü ïðîâåñòè âñå ðàññóæäåíèÿ, îñòàâàÿñü â ñåêòîðå
x1 ≤ x2. À åñëè òàê, òî èíòåãðàë, îäíèì èç ïðåäåëîâ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íîñèòåëü
δ-ôóíêöèè, íàäî ïîíèìàòü êàê ïîëîâèíó òàêîãî èíòåãðàëà ïî îòðåçêó, ñîäåðæàùåãî
íîñèòåëü âíóòðè, ïîñêîëüêó ðàáîòàòü áóäåò òîëüêî ïîëîâèíà δ-ôóíêöèè. Àíàëîãè÷-
íî, ∂xΨ(0) íàäî ïîíèìàòü êàê 0 â ñèëó ñèììåòðèè. Ïîýòîìó íàøå óñëîâèå ãîâîðèò,
÷òî

2 lim
x→+0

∂xΨ(x) = cΨ(0)

÷òî ñîâïàäàåò ñ (1.55).

Áîëåå ôîðìàëüíûé ñïîñîá äåéñòâèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû èñêàòü ðåøåíèå âî âñåé

îáëàñòè èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò x1, x2, íî ïðè ýòîì ñðàçó íàëîæèòü óñëîâèå ñèììåòðèè âîë-

íîâîé ôóíêöèè Ψ(x1, x2) = Ψ(x2, x1). À èìåííî, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå

Ψ(x1, x2) = f(x1, x2)θ(x2 − x1) + f(x2, x1)θ(x1 − x2)
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ãäå θ(x) � ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ Õýâèñàéäà (θ(x) = 1 ïðè x > 0 è θ(x) = 0 ïðè x < 0), à

f(x1, x2) = A12e
i(p1x1+p2x2) +A21e

i(p1x2+p2x1)

ýòî ôóíêöèÿ, êîòîðóþ ìû ðàíåå îáîçíà÷àëè ÷åðåç Ψ. Çàìåòèì, ÷òî åñëè äîîïðåäåëèòü

ôóíêöèþ Õýâèñàéäà óñëîâèåì θ(0) = 1
2 , ôóíêöèÿ Ψ áóäåò íåïðåðûâíà ïðè x1 = x2. Ò.ê.

∂xθ(x) = δ(x), èìååì â ðåçóëüòàòå ïðÿìîãî âû÷èñëåíèÿ:

∂2
x1
Ψ(x1, x2) = ∂2

x1
f(x1, x2)θ(x2 − x1) + ∂2

x1
f(x2, x1)θ(x1 − x2)

− 2∂x1f(x1, x2)δ(x1 − x2) + 2∂x1f(x2, x1)δ(x1 − x2)

− f(x1, x2)δ
′(x1 − x2) + f(x2, x1)δ

′(x1 − x2)

Àíàëîãè÷íî äëÿ ∂2
x2
Ψ(x1, x2):

∂2
x2
Ψ(x1, x2) = ∂2

x2
f(x1, x2)θ(x2 − x1) + ∂2

x2
f(x2, x1)θ(x1 − x2)

+ 2∂x2f(x1, x2)δ(x1 − x2)− 2∂x2f(x2, x1)δ(x1 − x2)

− f(x1, x2)δ
′(x1 − x2) + f(x2, x1)δ

′(x1 − x2)

Â ñóììå èìååì:

(∂2
x1

+ ∂2
x2
)Ψ(x1, x2) = θ(x2 − x1)(∂

2
x1

+ ∂2
x2
)f(x1, x2) + θ(x1 − x2)(∂

2
x1

+ ∂2
x2
)f(x2, x1)

− 2δ(x1 − x2)(∂x1−∂x2) [f(x1, x2)− f(x2, x1)]

− 2δ′(x1 − x2) [f(x1, x2)− f(x2, x1)]

Îòìåòèì, ÷òî ÷ëåí ñ δ′ àâòîìàòè÷åñêè íå çàíóëÿåòñÿ. Åãî íàäî ïîíèìàòü â ñìûñëå îáîá-

ùåííûõ ôóíêöèé êàê

δ′(x1 − x2)φ(x1, x2) = − 1

2
δ(x1 − x2)(∂x1−∂x2)φ(x1, x2),

÷òî âåðíî äëÿ ëþáîé àíòèñèììåòðè÷íîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè φ, ïîñêîëüêó èíòåãðàëû ñ

ëþáîé ãëàäêîé ïðîáíîé ôóíêöèåé îò îáåèõ ÷àñòåé ðàâíû. Ó÷òÿ ýòî, ïîëó÷èì:

(∂2
x1

+ ∂2
x2
)Ψ(x1, x2) = θ(x2 − x1)(∂

2
x1

+ ∂2
x2
)f(x1, x2) + θ(x1 − x2)(∂

2
x1

+ ∂2
x2
)f(x2, x1)

− δ(x1 − x2)(∂x1−∂x2) [f(x1, x2)− f(x2, x1)]

Ò.ê. (∂x1−∂x2) [f(x1, x2)− f(x2, x1)] = i(A12 − A21)(p1 − p2)(e
i(p1x1+p2x2) + ei(p2x1+p1x2)), è â

÷ëåíàõ c δ-ôóíêöèåé ìîæíî ïîëîæèòü x2 = x1, îêîí÷àòåëüíî èìååì:

ĤNΨ = (p21 + p22)Ψ + 2δ(x1−x2)
(
c(A12 +A21) + i(A12 −A21)(p1 − p2)

)
ei(p1+p2)x1

Ïîòðåáîâàâ çàíóëåíèÿ ïîñëåäíåãî ÷ëåíà, ïðèõîäèì ê òîìó æå ñîîòíîøåíèþ (1.56).

Â ñëó÷àå N ÷àñòèö âîëíîâóþ ôóíêöèþ â ñåêòîðå 0 ≤ x1 < x2 < . . . < xN ≤ L
ïèøåì â âèäå

Ψ =
∑

σ∈SN

Aσ exp
(
i

N∑
j=1

pσ(j)xj

)
(1.57)
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ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè(
∂xj+1

− ∂xj
− c

)
Ψ
∣∣∣
xj=xj+1−0

= 0, j = 1, 2, . . . , N − 1.

Äàííûå óñëîâèÿ ïîëó÷àþòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ äâóõ ÷àñòèö. À èìåííî,
ðàññìîòðèì âîëíîâóþ ôóíêöèþ êàê ôóíêöèþ îò xj è xj+1 ïðè xj → xj+1−0, âìåñòî
xj, xj+1 ââåäåì êîîðäèíàòû x = xj+1 − xj è X = 1

2
(xj+1 + xj) è ïðîèíòåãðèðóåì

óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ïî x îò 0 äî ε ïðè ε → 0.

Òåîðåìà. Òî÷íàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ N -÷àñòè÷íîãî ãàìèëüòîíàíà (1.52) â ñåêòî-
ðå 0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xN ≤ L èìååò âèä

Ψ = C
∏
m<n

(
i∂xm−i∂xn−ic

)
det

1≤j,k≤N

(
eipjxk

)
(1.58)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (1.57), è ÷òî
âûïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ïåðâîå î÷åâèäíî èç ðàçëîæåíèÿ äåòåðìèíàíòà,

Ψ = C
∑

σ∈SN

(−1)[σ]
∏
m<n

(pσ(m) − pσ(n) − ic) exp
(
i

N∑
j=1

pσ(j)xj

)
(1.59)

à âòîðîå óäîáíåå ïðîâåðÿòü â ôîðìå (1.58), íå ðàñêëàäûâàÿ äåòåðìèíàíò. Ïðîâåðèì,

íàïðèìåð, óñëîâèå (∂x2 − ∂x1 − c)Ψ
∣∣∣
x1=x2−0

= 0. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî Ψ = −i(∂x2 −
∂x1 + c)Ψ̃, ãäå

Ψ̃ = C
N∏
j=3

(
i∂x1−i∂xj

−ic
) (

i∂x2−i∂xj
−ic

)
×

∏
3≤m<n≤N

(
i∂xm−i∂xn−ic

)
det

1≤j,k≤N

(
eipjxk

)
Ôóíêöèÿ Ψ̃, î÷åâèäíî, àíòèñèìììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè x1 ↔ x2. Ïå-
ðåïèñàâ ëåâóþ ÷àñòü èíòåðåñóþùåãî íàñ óñëîâèÿ (∂x2 − ∂x1 − c)Ψ

∣∣∣
x1=x2−0

= 0 â âèäå

−i ((∂x2 − ∂x1)
2 − c2) Ψ̃, âèäèì, ÷òî îíà àíòèñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè

x1 ↔ x2, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíà 0.

Ñëåäñòâèå. Òî÷íàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ N -÷àñòè÷íîãî ãàìèëüòîíàíà (1.52) ñèì-
ìåòðèçîâàííàÿ ïî âñåì ÷àñòèöàì, èìååò âèä

Ψsymm
N = CN

∑
σ∈SN

(−1)[σ]
∏
m<n

(
pσ(m)−pσ(n)+ic sign (xm−xn)

)
exp

(
i

N∑
j=1

pσ(j)xj

)
. (1.60)

Åñëè íàäî óêàçàòü çàâèñèìîñòü âîëíîâîé ôóíêöèè îò êîîðäèíàò è ïàðàìåòðîâ, áóäåì
ïèñàòü Ψsymm

N = Ψsymm
N ({xi}|{pi}).

Íîðìèðîâî÷íóþ êîíñòàíòó CN (îíà çàâèñèò îò N è âñåõ ïàðàìåòðîâ pi) ìîæíî
îïðåäåëèòü èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè∫

RN
dx1 . . . dxNΨ

symm
N ({xi}|{pi})Ψsymm

N ({xi}|{p′i}) = (2π)N
N∏
j=1

δ(pi − p′i) (1.61)

Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû pi, p
′
i ëåæàò â îáëàñòè p1 < p2 < . . . < pN ,

p′1 < p′2 < . . . < p′N . Âûïîëíÿåòñÿ òàêæå ñîîòíîøåíèå ïîëíîòû∫
RN

dp1 . . . dpNΨ
symm
N ({xi}|{pi})Ψsymm

N ({x′
i}|{pi}) = (2π)N

N∏
j=1

δ(xi − x′
i) (1.62)
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Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî x1 < x2 < . . . < xN , x
′
1 < x′

2 < . . . < x′
N .

Çàäà÷à. Ïîêàçàòü, ÷òî íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà CN äàåòñÿ ôîðìóëîé

CN =

N !
∏
j<k

[
(pj − pk)

2 + c2
]

−1/2

(1.63)

è ïðîâåðèòü óñëîâèÿ íîðìèðîâêè è ïîëíîòû.

Ïðåäåëüíûé ñëó÷àé c → ∞ ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìå íåïðîíèöàåìûõ áîçå-÷àñòèö.
Â ýòîì ñëó÷àå âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ Ψ â ñåêòîðå x1 < . . . < xN ñîâïàäàåò ñ òàêîâîé äëÿ
N ñâîáîäíûõ ôåðìèîíîâ, ò.å. detjk(e

ipjxk) (�ñëýòåðîâñêèé äåòåðìèíàíò�), à Ψsymm ∝
detjk e

ipjxk
∏

j<k sign (xj − xk).

Èòàê, òî÷íûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè N -÷àñòè÷íîãî ãàìèëüòîíàíà (1.52) (âîëíî-
âûå ôóíêöèè Áåòå) èìåþò âèä (1.59), (1.58) èëè â ñèììåòðèçîâàííîì âàðèàíòå (1.60).
Îíè ïàðàìåòðèçóþòñÿN ÷èñëàìè p1, . . . , pN . Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èìïóëüñà è ýíåð-
ãèè äëÿ íèõ:

P =
N∑
j=1

pj , E =
N∑
j=1

p2j . (1.64)

Îòìåòèì, ÷òî èç ïðåäñòàâëåíèÿ (1.58) î÷åâèäíî, ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ òîæäåñòâåí-
íî çàíóëÿåòñÿ åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ ïàðà èíäåêñîâ j ̸= k, äëÿ êîòîðûõ pj = pk (ïðèí-
öèï Ïàóëè äëÿ îäíîìåðíûõ áîçîíîâ).

1.2.2 Óðàâíåíèÿ Áåòå

Íàëîæåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (ò.å. ïîìåùåíèå ÷àñòèö íà îòðåçîê
äëèíû L ñ îòîæäåñòâëåííûìè êîíöàìè) âåäåò ê óðàâíåíèÿì íà âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðîâ pj.

Êàæåòñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî íàäî ïîòðåáîâàòü ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè Ψsymm ïî
êàæäîìó àðãóìåíòó, ò.å. Ψsymm(x1, . . . , xj+L, . . . , xN) = Ψsymm(x1, . . . , xj, . . . , xN) äëÿ
âñåõ j, êàê ýòî ÷àñòî äåëàþò â îáçîðàõ è ëåêöèîííûõ êóðñàõ. Îäíàêî, ýòî íåâåð-
íî! Ïðèìåð N = 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèÿ Ψsymm(x1 + L, x2) = Ψsymm(x1, x2) è
Ψsymm(x1, x2 + L) = Ψsymm(x1, x2), âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîòèâîðå÷èâû (!). Ïåðâîå äà-
åò óðàâíåíèÿ Áåòå eip1L = A12/A21, e

ip2L = A21/A12, à âòîðîå � óñëîâèÿ êâàíòî-
âàíèÿ èìïóëüñîâ ñâîáîäíûõ ÷àñòèö â ÿùèêå eip1L = eip2L = 1. Êàçàëîñü áû, ýòî
ïðîòèâîðå÷èò ñèììåòðèè âîëíîâîé ôóíêöèè. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ñèììåòðèÿ íå íà-
ðóøàåòñÿ, ïîñêîëüêó ïðàâèëüíûé ñïîñîá äåéñòâèé ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû óñëîâèå
Ψsymm(x1 +L, x2) = Ψsymm(x1, x2) íàêëàäûâàòü ïðè x1 < x2, à óñëîâèå Ψ

symm(x1, x2 +
L) = Ψsymm(x1, x2) � ïðè x1 > x2, íî âñå ðàâíî ýòî âûãëÿäèò íåñêîëüêî ñòðàííî.

Çàäà÷à. Ïîïðîáîâàòü ñàìîñòîÿòåëüíî ðàçîáðàòüñÿ ñ òåì, ÷òî çäåñü ïðîèñõîäèò.

Îáúÿñíåíèå âñåõ ýòèõ �ñòðàííîñòåé� â òîì, ÷òî ïðåæäå ÷åì íàêëàäûâàòü ïå-
ðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, íåîáõîäèìî ìîäèôèöèðîâàòü ïîòåíöèàë âçàèìî-
äåéñòâèÿ â óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà, ñäåëàâ åãî L-ïåðèîäè÷åñêèì, ò.å. âìåñòî δ(x)
íàïèñàòü

∑
k∈Z

δ(x+ kL). Èíà÷å âîçíèêíåò íåñîãëàñîâàííîñòü, êîòîðàÿ è ïðîÿâèëàñü

â ïðèâåäåííîì âûøå ïðèìåðå. Ïîýòîìó âîçìîæíû äâà ñïîñîáà äåéñòâèé, êîòîðûå
íå ñëåäóåò ñìåøèâàòü. Ïåðâûé � ìîäèôèöèðîâàòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ (1.60) òàê,
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÷òîáû îíà ðåøàëà óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ñ ïåðèîäè÷åñêèì δ-îáðàçíûì ïîòåíöè-
àëîì, à óæå ïîòîì òðåáîâàòü åå ïåðèîäè÷íîñòè. Âòîðîé � îñòàâèòü ðåøåíèå êàê
åñòü, íî îãðàíè÷èòüñÿ â ðàññìîòðåíèè êîíôèãóðàöèÿìè, â êîòîðûõ ðàçíîñòü êîîð-
äèíàò ëþáîé ïàðû ÷àñòèö ïî ìîäóëþ íå ïðåâûøàåò L (òîãäà ðàáîòàåò òîëüêî îäíà
δ-ôóíêöèÿ, è ðåøåíèå ìîäèôèöèðîâàòü íå íàäî). Ìîæíî, íàïðèìåð, îãðàíè÷èòüñÿ
ñåêòîðîì a < x1 < x2 < . . . < xN < L+ a ñ ëþáûì a.

Ðàññóæäåíèÿ, áëèçêèå ê òåì, êîòîðûå áûëè èñïîëüçîâàíû ïðè âûâîäå óñëîâèÿ
ïåðèîäè÷íîñòè â XXX-ìîäåëè, ïðèâîäÿò ê óñëîâèþ

Ψ(x1, x2, . . . , xN) = Ψ(x2, x3, . . . xN , x1 + L)

â ñåêòîðå x1 < x2 < . . . < xN

(1.65)

Îíî ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå óðàâíåíèé Áåòå íà ïàðàìåòðû pj:

eipjL =
∏
k ̸=j

pj − pk + ic

pj − pk − ic
, j = 1, . . . , N (1.66)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â îòëè÷èå îò XXX-ìîäåëè, âñå èõ ðåøåíèÿ ïðè c > 0 âåùå-
ñòâåííû.

Çàäà÷à. Äàòü ïîäðîáíûé âûâîä óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè äëÿ N = 2 è N = 3
ïåðâûì è âòîðûì èç óêàçàííûõ âûøå ñïîñîáîâ, à ïîòîì âûâåñòè èç íåãî óðàâíåíèÿ
Áåòå.

Îòìåòèì, ÷òî ïîñëå çàìåíû pj = λj ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé Áåòå äëÿ XXX-
ìîäåëè è áîçå-ãàçà ñîâïàäàþò. Íà ñàìîì äåëå ýòî îáùàÿ çàêîíîìåðíîñòü � âîç-
ìîæíûé âèä ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé Áåòå äèêòóåòñÿ îáùèìè èíòåãðèðóåìûìè
ñòðóêòóðàìè (êîòîðûå ïîêà îñòàþòñÿ çà êàäðîì), è ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü êâàíòîâûå
èíòåãðèðóåìûå ìîäåëè íà íåáîëüøîå ÷èñëî êëàññîâ, à ëåâûå ÷àñòè ìîãóò âûðàæàòü-
ñÿ ÷åðåç ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ îò λ, êîòîðàÿ çàäàåò êîíêðåòíóþ ìîäåëü âíóòðè
êëàññà. Òàê, ìû âèäèì, ÷òî XXX-ìàãíåòèê è áîçå-ãàç îòíîñÿòñÿ ê îäíîìó êëàññó,
à XXZ-ìàãíåòèê � ê äðóãîìó. Óìåñòíà àíàëîãèÿ ñ òåîðèåé ïðåäñòàâëåíèé � ïðà-
âûå ÷àñòè óðàâíåíèé Áåòå àíàëîãè÷íû ñòðóêòóðíûì êîíñòàíòàì àëãåáðû, à ëåâûå �
âûáîðó åå ïðåäñòàâëåíèÿ.

Èìåÿ â âèäó ýòî çàìå÷àíèå, áóäåì ïèñàòü óðàâíåíèÿ Áåòå äëÿ áîçå-ãàçà â òåðìè-
íàõ λ:

eiλjL =
∏
k ̸=j

λj − λk + ic

λj − λk − ic
, j = 1, . . . , N (1.67)

Ìîäåëü áîçå-ãàçà õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî â íåé ïàðàìåòð λ íàèáîëåå ïðîñòî ñâÿçàí
ñ èìïóëüñîì ÷àñòèöû.

Äëÿ àíàëèçà ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïîëåçíî èõ ïðîëîãàðèôìèðîâàòü:

Lλj +
∑
k ̸=j

Φ̃(λj − λk) = 2πñj (1.68)

Çäåñü Φ̃(λ) = i log
λ+ ic

λ− ic
, à ñj � êàêèå-òî öåëûå ÷èñëà. Âìåñòî Φ̃(λ) óäîáíî ââåñòè

àíòèñèììåòðè÷íóþ ôóíêöèþ

Φ(λ) = Φ̃(λ) + π = 2arctg
(
λ/c

)
(1.69)
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è ïåðåîïðåäåëèòü ÷èñëà ñj, ââåäÿ nj = ñj+
1
2
(N−1) (ïðè ÷åòíûõ N ýòè ÷èñëà áóäóò

ïîëóöåëûìè). Òîãäà íàøè óðàâíåíèÿ ïðèìóò âèä

Lλj +
∑
k

Φ(λj − λk) = 2πnj (1.70)

(îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó Φ(0) = 0, â ñóììå ìîæíî ñíÿòü îãðàíè÷åíèå k ̸= j). Èõ ìû
òîæå áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèÿìè Áåòå. Çàïèñü â ôîðìå (1.70) ïðåäïî÷òèòåëüíåå,
ïîñêîëüêó ìîæíî äîêàçàòü (ñì. íèæå), ÷òî ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû, òàêèå, ÷òî λj ̸= λk

ïðè j ̸= k, ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ íàáîðàìè öåëûõ èëè
ïîëóöåëûõ ÷èñåë nj, ñðåäè êîòîðûõ íåò ñîâïàäàþùèõ.

Ëåììà. Åñëè nj > nk, òî λj > λk; åñëè nj = nk, òî λj = λk.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì ðàçíîñòü äâóõ óðàâíåíèé ñèñòåìû:

L(λj − λk) + 2
N∑
l=1

(
arctg ((λj − λl)/c)− arctg ((λk − λl)/c)

)
= 2π(nj − nk)

Ïîñêîëüêó arctg � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, ëåâàÿ ÷àñòü ïîëîæèòåëüíà
åñëè è òîëüêî åñëè λj > λk è ðàâíà 0 åñëè è òîëüêî åñëè λj = λk. Ïîýòîìó ïðè
nj > nk äîëæíî áûòü λj > λk, à ïðè nj = nk äîëæíî áûòü λj = λk.

Ëåììà. Ôóíêöèîíàë ýíåðãèè E =
∑

λ2
j â ìîäåëè ñ N ÷àñòèöàìè ìèíèìèçèðó-

åòñÿ íà ñîñòîÿíèè ñî ñëåäóþùèì íàáîðîì ÷èñåë nj:

nj = −N+1

2
+ j , j = 1, 2, . . . , N. (1.71)

Èíûìè ñëîâàìè, â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè ÷èñëà nj çàïîëíÿþò èíòåðâàë îò−1
2
(N−1) äî

+1
2
(N − 1), ñëåäóÿ ÷åðåç 1 áåç ïðîïóñêîâ. Ýòî áîëåå-ìåíåå ïîíÿòíî èç ñîîáðàæåíèé

ñèììåòðèè, íî â ëèòåðàòóðå ìîæíî íàéòè è ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî.

Çàäà÷à. Ïîêàçàòü, ÷òî â ñîñòîÿíèè, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷èñëàìè nj, ïîë-

íûé èìïóëüñ ðàâåí P =
2π

L

∑
j

nj.

1.2.3 Äåéñòâèå ßíãà

Ïåðåíåñåì âñå ÷ëåíû â óðàâíåíèÿõ Áåòå (1.70) â îäíó ÷àñòü è îáîçíà÷èì

Bj(λ1, . . . , λN) ≡ Lλj − 2πnj +
∑
k

Φ(λj − λk)

òîãäà óðàâíåíèÿ Áåòå ãëàñÿò, ÷òî Bj = 0.

Çàäà÷à. Ïîêàçàòü, ÷òî
∂Bj

∂λl

=
∂Bl

∂λj

(1.72)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Y(λ1, . . . , λN), òàêàÿ, ÷òî Bj = ∂Y/∂λj.
Ôóíêöèÿ Y íàçûâàåòñÿ äåéñòâèåì ßíãà (èëè ßíãà-ßíãà) è èãðàåò âàæíóþ ðîëü.
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Óðàâíåíèÿ Áåòå ïîëó÷àþòñÿ êàê óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà äåéñòâèÿ ßíãà,

∂Y
∂λj

= 0 .

Äëÿ ìîäåëè áîçå-ãàçà

Y =
L

2

N∑
j=1

λ2
j − 2π

N∑
j=1

njλj +
1

2

N∑
j,k=1

Φ1(λj − λk) (1.73)

ãäå

Φ1(λ) =
∫ λ

0
Φ(µ)dµ = 2λ arctg (λ/c)− c log

(
1 +

λ2

c2

)
�

ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè Φ(λ).

Íà ñàìîì äåëå âîçìîæíîñòü ñôîðìóëèðîâàòü óðàâíåíèÿ Áåòå â âèäå âàðèàöèîí-
íîãî ïðèíöèïà ÿâëÿåòñÿ îáùèì ôàêòîì è èìååò ìåñòî òàêæå è äëÿ äðóãèõ ìîäåëåé.
Ñëó÷àé áîçå-ãàçà ñ îòòàëêèâàíèåì âûäåëåí òåì, ÷òî äëÿ íåãî ôóíêöèÿ ßíãà îáëàäà-
åò îñîáåííî õîðîøèìè ñâîéñòâàìè, ïîçâîëÿþùèìè ñòðîãî äîêàçàòü òàêîå, íàïðèìåð,
óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà. Ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.70) ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðå-
äåëÿþòñÿ íàáîðàìè öåëûõ èëè ïîëóöåëûõ ÷èñåë nj.

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, óðàâíåíèÿ Áåòå (1.70) ïîëó÷àþòñÿ êàê óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà
ôóíêöèè ßíãà, ∂Y/∂λj = 0. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ
ßíãà âûïóêëà, à ïîòîìó ýòîò ýêñòðåìóì ÿâëÿåòñÿ ìèíèìóìîì, è îí åäèíñòâåí. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà âûïóêëîñòè ôóíêöèè ßíãà äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòðèöà âòî-
ðûõ ïðîèçâîäíûõ (ãåññèàí) Yjk = ∂2Y/∂λj∂λk ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí-
íîé, ò.å. âñå åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíû. Ýòà ìàòðèöà èìååò âèä

Yjk = δjk
(
L+

N∑
l=1

K(λj − λl)
)
−K(λj − λk)

ãäå

K(λ− µ) = Φ′(λ− µ) =
2c

(λ− µ)2 + c2
. (1.74)

Äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî âåêòîðà vj èìååì:∑
jk

Yjkvjvk = L
∑
j

v2j +
1

2

∑
k ̸=j

K(λj − λk)(vj − vk)
2 > 0

(çäåñü âàæíî, ÷òî c > 0). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà Yjk ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà
ïðè âñåõ λj, ôóíêöèÿ Y âûïóêëà è èìååò åäèíñòâåííûé ìèíèìóì.

Äëÿ ìîäåëåé XXX è XXZ âûïóêëîñòü ôóíêöèè ßíãà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èìååò
ìåñòà, è ïîýòîìó ñòðîãèå äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íûõ óòâåðæäåíèé çàòðóäíåíû.

Âàæíîñòü ìàòðèöû Yjk îáóñëîâëåíà òàêæå òåì, ÷òî ÷åðåç åå äåòåðìèíàíò âûðà-
æàåòñÿ êâàäðàò íîðìû áåòåâñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â êîíå÷íîì îáúåìå. Èìåííî,
äëÿ ôóíêöèè Ψsymm

N (1.60) ñ êîíñòàíòîé CN êàê â (1.63) è èìïóëüñàìè pj = λj, óäî-
âëåòâîðÿþùèìè ñèñòåìå óðàâíåíèé Áåòå, âåðíî ñëåäóþùåå:∫ L

0
. . .
∫ L

0
|Ψsymm

N | dx1 . . . dxN = det
1≤j,k≤N

Yjk (1.75)
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Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî òîëüêî äëÿ ñîñòîÿíèé, ïàðàìåòðû λj â
êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì Áåòå. Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà ýòîé ôîðìóëû íåòðè-
âèàëüíà óæå â ñëó÷àå N = 2.

Çàäà÷à. Íàéòè ÿâíûé âèä ôóíêöèè ßíãà äëÿ XXX-ìîäåëè.

1.2.4 Ðåøåíèå óðàâíåíèé Áåòå â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå

Ïîä òåðìîäèíàìè÷åñêèì ïðåäåëîì ìû ïîíèìàåì ïðåäåë N → ∞, L → ∞, ïðè÷åì
âåëè÷èíà ρ0 = N/L, êîòîðàÿ èìååò ñìûñë ñðåäíåé ïëîòíîñòè ÷àñòèö â êîíôèãóðà-
öèîííîì ïðîñòðàíñòâå, îñòàåòñÿ êîíå÷íîé.

Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå. Ñíà÷àëà èññëåäóåì îñíîâíîå ñîñòîÿíèå (âàêóóì). Ñîãëàñ-
íî ïðèâåäåííîé âûøå ëåììå, ÷èñëà nj íàäî âûáèðàòü êàê â (1.71). Ïîëíûé èìïóëüñ
ðàâåí 0. ×èñëà nj è λj ðàñïîëàãàþòñÿ áåç ïðîïóñêîâ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî 0,
îáðàçóÿ àíàëîã ìîðÿ Äèðàêà. Â ïðåäåëå ÷èñëà λj ðàñïîëàãàþòñÿ íà íåêîòîðîì èíòåð-
âàëå (−Λ,Λ) âñå òåñíåå äðóã ê äðóãó. Ââåäåì ïëîòíîñòü èõ ðàñïðåäåëåíèÿ ôîðìóëîé

ρ(λj) = lim
N,L→∞

1

L(λj+1 − λj)
(1.76)

Ýòà ôóíêöèÿ ïîçâîëÿåò çàìåíÿòü ñóììû íà èíòåãðàëû ïî ïðàâèëó

∑
j

f(λj) = L
∫ Λ

−Λ
f(λ)ρ(λ)dλ

Âîçüìåì äâà ñîñåäíèõ óðàâíåíèÿ (1.70) (äëÿ j + 1 è j) è âû÷òåì èõ äðóã èç äðóãà:

L(λj+1 − λj) +
∑
k

[Φ(λj+1 − λk)− Φ(λj − λk)] = 2π

Ñ÷èòàÿ ðàçíîñòü λj+1 − λj ìàëîé, ðàçëîæèì âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ñóììû â ðÿä
Òåéëîðà è îñòàâèì ïåðâûé ÷ëåí. Ðàçäåëèâ ïîñëå ýòîãî îáå ÷àñòè íà L(λj+1 − λj),
áóäåì èìåòü:

1 +
1

L

∑
k

Φ′(λj − λk) =
2π

L(λj+1 − λj)
(1.77)

Çàìåíÿÿ ñóììó íà èíòåãðàë è âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè (1.76) è ôóíêöèè
K(λ − µ) (1.74), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè:

2πρ(λ)−
∫ Λ

−Λ
K(λ− µ)ρ(µ)dµ = 1 (1.78)

Íåñêîëüêî áîëåå ôîðìàëüíûé ñïîñîá âûâåñòè ýòî óðàâíåíèå èç èñõîäíûõ äàííûõ çàêëþ÷à-

åòñÿ â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü ôóíêöèþ ïëîòíîñòè ôîðìóëîé ρ(λ) =
1

L

N∑
j=1

δ(λ− λj) è ñðàçó

ïðåäñòàâèòü (1.70) êàê èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

λ+

∫ Λ

−Λ
Φ(λ− µ)ρ(λ)dλ =

2πn(λ)

L
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ãäå n(λ) =
∑

j θ(λ− λj) � íåóáûâàþùàÿ ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ �ñ÷èòàåò�, ñêîëüêî

èìïóëüñîâ íàõîäèòñÿ ñëåâà îò òî÷êè λ. Äèôôåðåíöèðóÿ ïî λ, ïðèõîäèì ê (1.78). Ïðè ýòîì

ñèíãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ρ(λ) â ïðåäåëå ñòàíîâèòñÿ íåïðåðûâíîé � ïèêè ñãóùàþòñÿ, à èõ

âûñîòà óìåíüøàåòñÿ.

Â îòëè÷èå îò XXX-ìîäåëè, ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ íå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èç-
âåñòíûå ôóíêöèè (èç-çà êîíå÷íîñòè ïðåäåëîâ), íî ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî íàéäåíî
÷èñëåííî, è, êðîìå òîãî, ìîæíî äîêàçàòü ðÿä ñòðîãèõ óòâåðæäåíèé î ñóùåñòâîâàíèè
ðåøåíèÿ è åãî îñíîâíûõ ñâîéñòâàõ. Ìû íå áóäåì íà ýòîì îñòàíàâëèâàòüñÿ.

Âåëè÷èíà Λ (èìïóëüñ Ôåðìè) îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè

ρ0 =
N

L
=
∫ Λ

−Λ
ρ(λ)dλ (1.79)

Ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ äàåòñÿ ôîðìóëîé

E(0) = L
∫ Λ

−Λ
λ2ρ(λ)dλ (1.80)

Ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ. Ïîêàæåì íà ïðîñòåéøåì ïðèìåðå, êàê òåõíèêà
àíçàöà Áåòå ïîçâîëÿåò ñòðîèòü âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ (ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ãà-
ìèëüòîíèàíà ñ ýíåðãèåé E > E(0)). Â ôèçèêå îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò íèçêî-
ëåæàùèå âîçáóæäåíèÿ, ò.å. òàêèå, ÷òî E − E(0) îñòàåòñÿ êîíå÷íîé ïðè L → ∞. Îíè
èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ôèçè÷åñêè íàáëþäàåìûå �îäåòûå� ÷àñòèöû è èõ ñîñòîÿíèÿ
ðàññåÿíèÿ, â îòëè÷èå îò �ãîëûõ� ÷àñòèö, â òåðìèíàõ êîòîðûõ áûë íàïèñàí èñõîäíûé
ãàìèëüòîíèàí.

Ìû îãðàíè÷èìñÿ ñîñòîÿíèÿìè, â êîòîðûõ ÷èñëî ÷àñòèö íå ìåíÿåòñÿ. Ïðîñòåé-
øèå âîçáóæäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò âûáîðó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëûõ èëè ïîëóöåëûõ
÷èñåë nj â ñëåäóþùåì âèäå:

{nj} =
{
− N−1

2
, − N−3

2
, . . . ,

N−1

2
−mh−1,

N−1

2
−mh+1, . . . ,

N−1

2
,
N−1

2
+mp

}
Çäåñü mh è mp � öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ýòî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
ðîæäåíèå �÷àñòèöû� â ìåñòå mp è �äûðêè� â ìåñòå mh (ïîñëåäíåå îçíà÷àåò èçúÿ-
òèå ÷èñëà N−1

2
−mh èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî mh < N−1

2
, òàê ÷òî

èçúÿòèå ïðîèñõîäèò â ïðàâîé ïîëîâèíå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñîîòâåòñòâåííî, ìîæíî
ââåñòè èìïóëüñ äîáàâëåííîé ÷àñòèöû λp êàê ïàðàìåòð Áåòå, îòâå÷àþùèé äîáàâëåí-
íîìó ÷èñëó N−1

2
+mp è èìïóëüñ äûðêè λh êàê ïàðàìåòð Áåòå, îòâå÷àâøèé èçúÿòîìó

÷èñëó N−1
2

−mh â âàêóóìíîì ðåøåíèè.

Ïðè ýòîì âàæíî çàìåòèòü, ÷òî ïîëíûé èìïóëüñ âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ íå
ðàâåí λp − λh (à ðàâåí P = 2π

L
(mp + mh)), ïîñêîëüêó â íîâîì ðåøåíèè óðàâíåíèé

Áåòå çíà÷åíèÿ âñåõ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ λj íåìíîãî ïîäâèíóëèñü ïî ñðàâíåíèþ ñ
èõ âàêóóìíûìè çíà÷åíèÿìè. À òàê êàê èõ ìíîãî (O(N)), ñóììàðíûé âêëàä òàêèõ
èçìåíåíèé ìîæåò áûòü O(1), ò.å. òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è λp−λh. Ôèçèêè ãîâîðÿò, ÷òî
λp−λh � �ãîëûé� èìïóëüñ âîçáóæäåíèÿ, à 2π

L
(mp+mh) � íàáëþäàåìûé èëè �îäåòûé�

èìïóëüñ, îáóñëîâëåííûé âçàèìîäåéñòâèåì. Îòìåòèì, ÷òî ïðè c = ∞ îíè ñîâïàäàþò.

×òîáû íàéòè ðåàêöèþ �ìîðÿ Äèðàêà� íà ñîçäàíèå ÷àñòèöû è äûðêè, âîñïîëüçó-
åìñÿ óæå ïðîâåðåííûì ïðèåìîì � âû÷òåì äðóã èç äðóãà óðàâíåíèÿ Áåòå äëÿ âîçáóæ-
äåííîãî è âàêóóìíîãî ñîñòîÿíèé è ðàçëîæèì ïî ìàëûì δλj = λ̃j−λj = O(1/L). Çäåñü

33



λj � çíà÷åíèå j-ãî êîðíÿ Áåòå äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, à λ̃j � äëÿ âîçáóæäåííîãî.
Ìû ïîëó÷èì, äëÿ 1 ≤ j ≤ N −mh − 1:

(λ̃j − λj)L+
∑
k

[
Φ(λ̃j − λ̃k)− Φ(λj − λk)

]
= Φ(λj − λh)− Φ(λ̃j − λp).

Ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå öåëûå ÷èñëà nj, ñîêðàòèëèñü, ïîñêîëüêó ýòè ÷èñëà â îáîèõ
ñîñòîÿíèÿõ îäèíàêîâû äëÿ âñåõ òàêèõ j. ×ëåíû, îòâå÷àþùèå ÷àñòèöå è äûðêå, ïå-
ðåíåñåíû â ïðàâóþ ÷àñòü. Ïîñëå ðàçëîæåíèÿ ïî ìàëûì δλj = λ̃j − λj ýòè óðàâíåíèÿ
â ëèäèðóþùåì ïîðÿäêå ïðèìóò âèä

δλjL+ δλj

∑
k

Φ′(λj − λk)−
∑
k

Φ′(λj − λk)δλk = Φ(λj − λh)− Φ(λj − λp)

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ìû çàìåíèëè λ̃j íà λj, ïîñêîëüêó ðàçíèöà çàìåòíà òîëüêî â
ñëåäóþùåì ïîðÿäêå. Ïåðâûå äâà ÷ëåíà â ëåâîé ÷àñòè ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü, âîñ-
ïîëüçîâàâøèñü (1.77):

2π
λ̃j − λj

λj+1−λj

− 1

L

∑
k

K(λj − λk)
λ̃k − λk

λk+1 − λk

L(λk+1 − λk) = Φ(λj − λh)− Φ(λj − λp)

Ââåäÿ ôóíêöèþ ñäâèãà

F (λj|λh, λp) = lim
N,L→∞

λ̃j − λj

λj+1−λj

= lim
N,L→∞

(
Lδλjρ(λj)

)
çàïèøåì òî, ÷òî ïîëó÷èëîñü, â âèäå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

2πF (λ|λh, λp)−
∫ Λ

−λ
K(λ− µ)F (µ|λh, λp)dµ = Φ(λ−λh)− Φ(λ−λp) (1.81)

Çäåñü λh < Λ, à λp > Λ. Ýíåðãèÿ äàííîãî ñîñòîÿíèÿ âûðàçèòñÿ â âèäå

E − E(0) = (λp)2 − (λh)2 +
∑
j

(λ̃2
j − λ2

j) = (λp)2 − (λh)2 + 2
∑
j

λjδλj

= (λp)2 − (λh)2 + 2
∫ Λ

−Λ
λF (λ|λh, λp)dλ

(1.82)

Èìïóëüñ æå ðàâåí

P =
2π

L
(mh +mp) = λp − λh +

∑
j

(λ̃j − λj)

= λp − λh +
∫ Λ

−Λ
F (λ|λh, λp)dλ

(1.83)

1.2.5 Òåðìîäèíàìèêà ìîäåëè ïðè êîíå÷íîé òåìïåðàòóðå

Ñ÷åò ñîñòîÿíèé: ÷àñòèöû è äûðêè. Âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
ñîñòîÿíèÿìè è íàáîðàìè íåñîâïàäàþùèõ öåëûõ èëè ïîëóöåëûõ ÷èñåë {nj}Nj=1 ïîçâî-
ëÿåò îòíîñèòåëüíî ïðîñòî ïðîàíàëèçèðîâàòü òåðìîäèíàìèêó ìîäåëè ïðè êîíå÷íîé
òåìïåðàòóðå. Â äàëüíåéøåì áóäåì äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëà nj � öåëûå.
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Çàäàäèìñÿ êàêèì-íèáóäü ðåøåíèåì óðàâíåíèé Áåòå â âèäå íàáîðà (âåùåñòâåí-
íûõ) ÷èñåë {λj}Nj=1, ñðåäè êîòîðûõ íåò ñîâïàäàþùèõ. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

y(λ) = λ+
1

L

N∑
k=1

Φ(λ− λk) (1.84)

Îíà ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì λ, è y(±∞) = ±∞. Ïóñòü {n̄j}Nj=1 � íàáîð
öåëûõ ÷èñåë, äîïîëíèòåëüíûé ê {nj}Nj=1: {n̄j}Nj=1 = Z \ {nj}Nj=1. Ââåäåì ñëåäóþùóþ
òåðìèíîëîãèþ.

- Òå λj ∈ R, äëÿ êîòîðûõ y(λj) =
2πnj

L
, íàçîâåì ÷àñòèöàìè;

- Òå λk ∈ R, äëÿ êîòîðûõ y(λk) =
2πn̄k

L
, íàçîâåì äûðêàìè.

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ y(λ) ∈ 2π Z/L (ïðè äàííûõ {nj}Nj=1) èíîãäà
íàçûâàþò âàêàíñèÿìè. Î÷åâèäíî, âàêàíñèÿ � ýòî ëèáî ÷àñòèöà, ëèáî äûðêà. ×àñòèöû
åùå íàçûâàþò çàíÿòûìè âàêàíñèÿìè, à äûðêè � ñâîáîäíûìè.

Ôóíêöèÿ ρ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ââîäèòñÿ ôîðìóëîé (1.76) òàê æå,
êàê è ðàíüøå. Àíàëîãè÷íóþ ôóíêöèþ ρ̄ ìîæíî ââåñòè è äëÿ äûðîê. Â ñëó÷àå îñ-
íîâíîãî ñîñòîÿíèÿ è ïðîñòåéøèõ âîçáóæäåíèé íà èíòåðâàëå îò −Λ äî Λ äûðîê íå
áûëî èëè èõ êîëè÷åñòâî îñòàâàëîñü êîíå÷íûì â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå, ïî-
ýòîìó ôóíêöèÿ ρ̄ áûëà íå íóæíà (áûëà ðàâíà 0 íà èíòåðåñóþùåì íàñ èíòåðâàëå).
Òåïåðü æå îáå ôóíêöèè, âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷íû îò íóëÿ íà âñåé îñè. Èòàê:

- Ïëîòíîñòü ÷àñòèö: Lρ(λ)dλ � ÷èñëî ÷àñòèö íà îòðåçêå [λ, λ+ dλ];

- Ïëîòíîñòü äûðîê: Lρ̄(λ)dλ � ÷èñëî äûðîê íà îòðåçêå [λ, λ+ dλ].

Ïëîòíîñòü âàêàíñèé áóäåò òîãäà ρ(λ) + ρ̄(λ). Èç îïðåäåëåíèé ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî

y′(λ) = 2π(ρ(λ) + ρ̄(λ)). Â ñàìîì äåëå, âåëè÷èíà L
2π

(
y(λ + δλ) − y(λ)

)
� ýòî êîëè-

÷åñòâî �ïðîõîäîâ� ôóíêöèè L
2π

y(λ) ÷åðåç öåëîå ÷èñëî, ò.å. êîëè÷åñòâî âàêàíñèé â
èíòåðâàëå δλ. Äèôôåðåíöèðóÿ (1.84), ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, ñâÿçûâà-
þùåå ïëîòíîñòè ÷àñòèö è äûðîê:

2π(ρ(λ) + ρ̄(λ))−
∫
K(λ− µ)ρ(µ) dµ = 1 (1.85)

Ïî óìîë÷àíèþ çäåñü è äàëåå èíòåãðèðîâàíèå èäåò îò −∞ äî ∞. Íàïîìíèì, ÷òî

K(λ) =
2c

λ2 + c2
. Ïî ñìûñëó ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî óðàâíåíèÿì Áåòå

â ôîðìå (1.70): çàäàåì ïëîòíîñòü äûðîê ρ̄ (ýòî àíàëîãè÷íî âûáîðó êàêîé-òî îïðå-
äåëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëûõ ÷èñåë nj â (1.70)), è òîãäà ïëîòíîñòü ÷àñòèö ρ
íàéäåòñÿ èç èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ.
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Ìàêðîñêîïè÷åñêîå îïèñàíèå: ýíòðîïèÿ. Ìåòîä ñòàòèñòè÷åñêîé òåðìîäèíàìè-
êè çàêëþ÷àåòñÿ â îòêàçå îò ñëåæåíèÿ çà îòäåëüíûìè ñîñòîÿíèÿìè (ñ ïîìîùüþ ÷èñåë
nj) è â ïåðåõîäå ê îïèñàíèþ â òåðìèíàõ ïëîòíîñòè ÷àñòèö è äûðîê. Ïðè ýòîì äàííî-
ìó ìàêðîñêîïè÷åñêîìó ñîñòîÿíèþ (ôèêñèðîâàííîé ôóíêöèè ρ) ñîîòâåòñòâóåò ìíîãî
ðàçíûõ ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé (íàáîðîâ ÷èñåë nj). Äåéñòâèòåëüíî, èìååòñÿ

δN (λ) =

[
L(ρ(λ) + ρ̄(λ)dλ]![

Lρ(λ)dλ
]
!
[
Lρ̄(λ)dλ

]
!

âîçìîæíîñòåé ðàçìåñòèòü Lρ(λ)dλ ÷àñòèö â L(ρ(λ)+ρ̄(λ)dλ âàêàíñèÿõ, íå ìåíÿÿ ìàê-
ðîñêîïè÷åñêèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå ýòî áîëüøîå
÷èñëî. Ïðèìåíèâ ôîðìóëó Ñòèðëèíãà log n! = n log n−n+ . . ., ïîëó÷èì ïðèðàùåíèå
ýíòðîïèè δSN(λ) = log δN (λ):

δSN(λ) =
[
(ρ(λ) + ρ̄(λ)) log(ρ(λ) + ρ̄(λ))− ρ(λ) log ρ(λ)− ρ̄(λ) log ρ̄(λ)

]
Ldλ

Ïîëíàÿ ýíòðîïèÿ âû÷èñëÿåòñÿ êàê

SN =
∫

δSNdλ = L
∫ [

(ρ+ ρ̄) log(ρ+ ρ̄)− ρ log ρ− ρ̄ log ρ̄
]
dλ (1.86)

Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ. Â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå ïîëíàÿ ýíåðãèÿ

EN = L
∫
λ2ρ(λ) dλ (1.87)

çàâèñèò òîëüêî îò ìàêðîñêîïè÷åñêîé ïëîòíîñòè ρ, ÷òî ïîçâîëÿåò â ñòàòñóììå ïåðåé-
òè îò ñóììèðîâàíèÿ ïî nj ê �ôóíêöèîíàëüíîìó èíòåãðèðîâàíèþ� ïî ρ(λ) ñ ó÷åòîì
ýíòðîïèè:

ZN =
∑

n1<n2<...<nN

e−βEN ({nj}) =
∫
[Dρ] eSN−βEN

Çäåñü β = 1/T � îáðàòíàÿ òåìïåðàòóðà. Êàê îáû÷íî áûâàåò â ñòàòèñòè÷åñêîé òåð-
ìîäèíàìèêå, ïðè N → ∞ îñíîâíîé âêëàä äàäóò ñîñòîÿíèÿ, äëÿ êîòîðûõ eSN−βEN

ìàêñèìàëüíî. Èíûìè ñëîâàìè, íàì íàäî íàéòè ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëà

SN − βEN = −L
∫
dλ
[
βλ2ρ− (ρ+ ρ̄) log(ρ+ ρ̄) + ρ log ρ+ ρ̄ log ρ̄

]
îò ïëîòíîñòè ÷àñòèö ρ ïðè óñëîâèè, ÷òî ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü äåðæèòñÿ ïîñòîÿííîé:∫

ρ(λ) dλ = N/L = ρ0 (1.88)

Ââîäÿ ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà â âèäå βA è âàðüèðóÿ ïî ρ ñ ó÷åòîì (1.85), èìååì∫
dλ
[
β(λ2 − A)δρ+ δρ log ρ+ δρ̄ log ρ̄− (δρ+δρ̄) log(ρ+ρ̄)

]
= 0

ïðè âñåõ δρ. Ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì óñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþ âà-
ðèàöèè:

β(λ2 − A) + log
ρ(λ)

ρ̄(λ)
− 1

2π

∫
K(λ−µ) log

(
1 +

ρ(µ)

ρ̄(µ)

)
dµ = 0 (1.89)
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Ââåäÿ îáîçíà÷åíèå
ρ̄(λ)

ρ(λ)
:= eβε(λ) (1.90)

çàïèøåì åãî â âèäå

ε(λ) = λ2 − A− 1

2πβ

∫
K(λ− µ) log

(
1 + e−βε(µ)

)
dµ (1.91)

Ýòî íåëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ ε(λ), â êîòîðîì A íàäî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ïàðàìåòð. Ñõåìà ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è òàêîâà: íàéäåííîå èç
ýòîãî óðàâíåíèÿ ε(λ) (ïàðàìåòðè÷åñêè çàâèñÿùåå îò A) íàäî ïîäñòàâèòü â ñîîòíî-
øåíèå (1.85), êîòîðîå ïîñëå ýòîãî ïðåâðàùàåòñÿ â óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà íà ρ:

2π
(
1 + eβε(λ)

)
ρ(λ) = 1 +

∫
K(λ− µ)ρ(µ) dµ (1.92)

Íàéäåííîå èç íåãî ρ íàäî ïîäñòàâèòü â óñëîâèå íîðìèðîâêè (1.88), èç êîòîðîãî ïî
äàííîìó ρ0 íàõîäèòñÿ A. Çíàÿ ρ è ε, ìîæíî (â ïðèíöèïå) íàéòè âñå èíòåðåñóþùèå
íàñ òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû â ñèñòåìå.

Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ è õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîêàæåì,
êàê âûâîäèòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè è äàâëåíèÿ. Ýíòðîïèþ íàõîäèì
ïî ôîðìóëå (1.86), ïîäñòàâèâ â íåå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ε:

SN = L
∫
(ρ+ ρ̄) log

(
1 + e−βε

)
dλ+ Lβ

∫
ερ dλ (1.93)

Äàëåå, äîìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.91) íà ρ(λ) è çàòåì ïðîèíòåãðèðóåì ïî λ.
Ïîëüçóÿñü óðàâíåíèåì (1.92), ðåçóëüòàò çàïèøåì â âèäå

L
∫
(ρ+ ρ̄) log

(
1 + e−βε

)
dλ = Lβ

∫
(λ2−ε)ρ dλ−βNA+

L

2π

∫
log

(
1 + e−βε

)
dλ (1.94)

ãäå ëåâàÿ ÷àñòü êàê ðàç ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì ñëàãàåìûì â ïðàâîé ÷àñòè (1.93). Ïî-
ýòîìó ôîðìóëó äëÿ ýíòðîïèè (1.93) ìîæíî íåñêîëüêî óïðîñòèòü:

SN = Lβ
∫
λ2ρ dλ− βNA+

L

2π

∫
log

(
1 + e−βε

)
dλ (1.95)

Äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè FN = EN − TSN (çäåñü è íèæå óäîáíî ïîäñòàâèòü β = 1/T )
ïîëó÷àåì òîãäà âûðàæåíèå

FN = NA− LT

2π

∫
log

(
1 + e−ε/T

)
dλ (1.96)

Äàâëåíèå íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

P = −
(∂FN

∂L

)
T
= −N

∂A

∂L
− L

2π

∫ dλ

1 + eε/T
∂ε

∂A

∂A

∂L
+

T

2π

∫
log

(
1 + e−ε/T

)
dλ

×àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ∂ε/∂A íàéäåì, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ èíòåãðàëüíîå óðàâíå-
íèå (1.91) ïî ïàðàìåòðó A. Ìû ïîëó÷èì:

−∂ε(λ)

∂ A
= 1− 1

2π

∫
K(λ− µ)

∂ε(µ)/∂A

1 + eε(µ)/T
dµ
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Ñðàâíèâ ñ óðàâíåíèåì (1.92), âèäèì, ÷òî âåëè÷èíà − 1
2π

∂ε/∂A

1+eε/T
êàê ôóíêöèÿ λ óäî-

âëåòâîðÿåò òîìó æå èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (1.92), ÷òî è ôóíêöèÿ ρ(λ). Â ñèëó
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ýòîãî ïîñëåäíåãî (÷òî ìîæíî äîêàçàòü îòäåëüíî) îòñþäà
çàêëþ÷àåì, ÷òî

∂ε

∂A
= −2πρ

(
1 + eε/T

)
Ïîäñòàâèâ ýòî â ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëû äëÿ äàâëåíèÿ è âñïîìíèâ óñëîâèå íîðìè-
ðîâêè, âèäèì, ÷òî ïåðâûå äâà ÷ëåíà â ïðàâîé ÷àñòè ñîêðàùàþò äðóã äðóãà. Òàêèì
îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó çàìå÷àòåëüíîìó ðåçóëüòàòó:

P =
T

2π

∫
log

(
1 + e−ε(λ)/T

)
dλ (1.97)

Ñðàâíèâàÿ ñ (1.96), ïîëó÷àåì èçâåñòíóþ òåðìîäèíàìè÷åñêóþ ôîðìóëó

FN = −LP +NA

èç êîòîðîé î÷åâèäíî, ÷òî A èìååò ñìûñë õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ñèñòåìû. Íà ñàìîì
äåëå ìîæíî áûëî áû ñ ñàìîãî íà÷àëà ñ÷èòàòü çàäàííûì íå ρ0, à A, òîãäà ñõåìà
ðåøåíèÿ íåñêîëüêî óïðîùàåòñÿ.

Êàêîâ æå ñìûñë ôóíêöèè ε(λ)? Îêàçûâàåòñÿ, ε(λ) � ýòî ýíåðãèÿ âîçáóæäåíèÿ
íàä ñîñòîÿíèåì òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ. Èíòóèòèâíî ýòî ìîæíî ïîíÿòü èç
òîãî ïðîñòîãî ñîîáðàæåíèÿ, ÷òî îòíîøåíèå ÷èñëà çàíÿòûõ âàêàíñèé (ò.å. ÷àñòèö) ê
÷èñëó âñåõ âàêàíñèé â ìàëîì èíòåðâàëå δλ ðàâíî

ρ(λ)

ρ(λ) + ρ̄(λ)
=

1

1 + eβε(λ)

÷òî ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì Ôåðìè-Äèðàêà. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïîëó÷åííûå
ôîðìóëû äëÿ äàâëåíèÿ è ñâîáîäíîé ýíåðãèè âûãëÿäÿò êàê íàïèñàííûå äëÿ ãàçà
íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ôèêòèâíûõ �ôåðìè-÷àñòèö� ñ ýíåðãèÿìè ε(λ). Â ÷àñòíîñòè,
ïðè c = ∞ ýòè ôèêòèâíûå ÷àñòèöû ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ íàñòîÿùèìè, â òåðìèíàõ
êîòîðûõ ïèñàëñÿ èñõîäíûé ãàìèëüòîíèàí. Ïðè ýòîì ε(λ) = λ2 − A, êàê è äîëæíî
áûòü äëÿ ñâîáîäíûõ íåðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö.

Íà ýòîì ìû çàêàí÷èâàåì îïèñàíèå òåðìîäèíàìèêè ìîäåëè. Áîëåå ãëóáîêèé àíà-
ëèç âûõîäèò çà ðàìêè íàøåãî êóðñà.
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2 Ìîäåëè ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè íà äâóìåðíîé

ðåøåòêå (âåðøèííûå ìîäåëè)

Ýòîò ðàçäåë ñëóæèò ïåðåõîäíûì ýòàïîì îò èçó÷åíèÿ êîíêðåòíûõ ìîäåëåé ê àíàëè-
çó îáùèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ëåæàùèõ â îñíîâå êâàíòîâîé èíòåãðèðóåìîñòè.
Çäåñü îáñóæäàåòñÿ 6-âåðøèííàÿ ìîäåëü íà êâàäðàòíîé ðåøåòêå � ìîäåëü ñîâåðøåííî
äðóãîãî òèïà ïî ñðàâíåíèþ ñ óæå ðàññìîòðåííûìè (è äàæå èç äðóãîé îáëàñòè ôèçè-
êè), òî÷íîå ðåøåíèå êîòîðîé, îäíàêî, îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé
ìîäèôèêàöèè òîãî æå ìåòîäà Áåòå. Âìåñòå ñ òåì 6-âåðøèííàÿ ìîäåëü îêàçûâàåòñÿ
òåñíî ñâÿçàííîé ñ XXZ-öåïî÷êîé è ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü êîììóòèðóþùèå èíòåãðà-
ëû äâèæåíèÿ äëÿ ïîñëåäíåé, ò.å. îïåðàòîðû, êîììóòèðóþùèå ñ ãàìèëüòîíèàíîì è
äðóã ñ äðóãîì. Â êîíòåêñòå 6-âåðøèííîé ìîäåëè ìîæíî íàèáîëåå íàãëÿäíî ââåñòè
îáùèå ïîíÿòèÿ êâàíòîâîãî ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è (òðàíñôåð-ìàòðèöà R-ìàòðèöà è
äð.) è ðàçâèòü àëãåáðàè÷åñêèé âàðèàíò ìåòîäà Áåòå, ïðèìåíèìûé ê øèðîêîìó êðóãó
êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì.

2.1 Îáùàÿ âåðøèííàÿ ìîäåëü íà êâàäðàòíîé ðåøåòêå

Ðàññìîòðèì ðåøåòêó ðàçìåðà N×M ñ êâàäðàòíûìè ÿ÷åéêàìè, ñâåðíóòóþ â òîð, ò.å.
ïëîñêóþ ðåøåòêó ñ M +1 ñòðîêàìè è N +1 ñòîëáöàìè, ó êîòîðîé êðàéíèå ñòðîêè è
ñòîëáöû îòîæäåñòâëåíû. Ïóñòü íà êàæäîì ãîðèçîíòàëüíîì ðåáðå íàðèñîâàíà ñòðåë-
êà, îðèåíòèðîâàííàÿ âëåâî èëè âïðàâî, à íà êàæäîì âåðòèêàëüíîì � ââåðõ èëè âíèç.
Ïîñêîëüêó â êàæäîì óçëå ðåøåòêè ñõîäÿòñÿ 4 ðåáðà, èìååì 16 âîçìîæíûõ êîìáè-
íàöèé ñòðåëîê íà íèõ (òèïîâ âåðøèí). Ïðèïèøåì êàæäîé âîçìîæíîé êîìáèíàöèè
j = 1, . . . , 16 ÷èñëî εj (ýíåðãèþ äàííîé ëîêàëüíîé êîíôèãóðàöèè). Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ,
îòâå÷àþùàÿ íåêîòîðîé ðàññòàíîâêå ñòðåëîê íà âñåõ ðåáðàõ, íàõîäèòñÿ òîãäà êàê
ñóììà ëîêàëüíûõ ýíåðãèé ïî âñåì óçëàì:

E =
16∑
j=1

Njεj

ãäå Nj � ÷èñëî óçëîâ ñ êîìáèíàöèåé ñòðåëîê òèïà j â äàííîé êîíôèãóðàöèè. Ïîëåçíî
òàêæå ââåñòè âåëè÷èíû wj = e−εj/T , êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ëîêàëüíûìè áîëüöìàíîâ-
ñêèìè âåñàìè (îíè ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè äëÿ âñåõ óçëîâ). Ñòàòñóììà ðàâíà

Z =
∑

e−E/T =
∑∏

j

w
Nj

j

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì êîíôèãóðàöèÿì ñòðåëîê íà ðåøåòêå, à E
� ïîëíàÿ ýíåðãèÿ êîíôèãóðàöèè. Îáû÷íî èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âû÷èñëåíèå ñâîáîä-
íîé ýíåðãèè íà îäèí óçåë â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå êàê ôóíêöèè ëîêàëüíûõ
áîëüöìàíîâñêèõ âåñîâ:

f = −T lim
M,N→∞

logZ

MN

Ïî ïîíÿòíîé ïðè÷èíå äàííàÿ ìîäåëü íàçûâàåòñÿ 16-âåðøèííîé. Â îáùåì ñëó÷àå îíà
íå èìååò òî÷íîãî ðåøåíèÿ.
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Îòìåòèì, ÷òî áîëüöìàíîâñêèå âåñà íåêîòîðûõ ëîêàëüíûõ êîíôèãóðàöèé ìîãóò
áûòü ðàâíû 0 (ïðè ýòîì ýíåðãèÿ ðàâíà +∞). Ýòî çíà÷èò, ÷òî äàííûå ëîêàëüíûå êîí-
ôèãóðàöèè â âåðøèíå ñ÷èòàþòñÿ çàïðåùåííûìè. Òîãäà ÷èñëî ðàçðåøåííûõ òèïîâ
âåðøèí óìåíüøàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àþòñÿ 8-âåðøèííàÿ è 6-âåðøèííàÿ ìîäå-
ëè, êîòîðûå óæå ìîãóò áûòü ðåøåíû òî÷íî, ïî êðàéíåé ìåðå â òåðìîäèíàìè÷åñêîì
ïðåäåëå (ñì. äàëåå).

Âìåñòî ñòðåëîê ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñïèíîâûå ïåðåìåííûå σ = ±1, æèâóùèå íà
ðåáðàõ ðåøåòêè: åñëè ñòðåëêà íàïðàâëåíà âïðàâî èëè ââåðõ, σ = +1, à åñëè âëåâî
èëè âíèç, σ = −1. Êàæäîé êîíôèãóðàöèè ñòðåëîê â óçëå ñîîòâåòñòâóþò 4 âåëè÷èíû
α, α′, β, β′, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ ±1. Ïåðåìåííûå α, α′ æèâóò íà âåðòèêàëüíûõ
ðåáðàõ, à β, β′ � íà ãîðèçîíòàëüíûõ (ðèñ. 1). Ëîêàëüíûé áîëüöìàíîâñêèé âåñ, îòâå-
÷àþùèé òàêîé êîíôèãóðàöèè, áóäåì îáîçíà÷àòü

Rα′

α (β, β′) èëè Rα′β′

αβ

Ðàññìîòðèì êàêîé-ëèáî ãîðèçîíòàëüíûé ðÿä ðåøåòêè è ïðèëåãàþùèå ê íåìó ñíè-
çó è ñâåðõó âåðòèêàëüíûå ðåáðà. Ïóñòü {α1, α2, . . . , αN} � ïåðåìåííûå íà âåðòèêàëü-
íûõ ðåáðàõ íèæíåãî ðÿäà, à {α′

1, α
′
2, . . . , α

′
N} � âåðõíåãî (ðèñ. 2). Áóäåì ïîêà ñ÷èòàòü

èõ ôèêñèðîâàííûìè è íàéäåì ñòàòñóììó òàêîãî ãîðèçîíòàëüíîãî �ñëîÿ� ðåøåòêè,
êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç

Tα′
1,α

′
2,...,α

′
N

α1,α2,...,αN
èëè äëÿ êðàòêîñòè T

{α′}
{α}

Äëÿ ýòîãî íàäî âçÿòü ïðîèçâåäåíèå ëîêàëüíûõ áîëüöìàíîâñêèõ âåñîâ è ïðîñóììè-
ðîâàòü ïî âñåì ñîñòîÿíèÿì íà ãîðèçîíòàëüíûõ ðåáðàõ:

Tα′
1,α

′
2,...,α

′
N

α1,α2,...,αN
=

∑
β1,...,βN

Rα′
1

α1
(β1, β2)R

α′
2

α2
(β2, β3) . . . R

α′
N

αN
(βN , β1) (2.1)

Âåëè÷èíó T
α′
1,α

′
2,...,α

′
N

α1,α2,...,αN ïîëåçíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòðè÷íûé ýëåìåíò îïåðàòîðà T,
äåéñòâóþùåãî â ïðîñòðàíñòâå H = C2 ⊗ C2 ⊗ . . . ⊗ C2 = (C2)⊗N , âçÿòîãî â áàçèñå
|α1⟩ ⊗ |α2⟩ ⊗ . . . ⊗ |αN⟩:

T |α1α2, . . . , αN⟩ = Tα′
1,α

′
2,...,α

′
N

α1,α2,...,αN
|α′

1α
′
2, . . . , α

′
N⟩

(ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ñóììèðîâàíèå). Òîãäà

Z = trH TM

ãäå ñëåä áåðåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå H. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòàòñóììû
äîñòàòî÷íî íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû T. Äëÿ íàõîæäåíèÿ óäåëüíîé ñâî-
áîäíîé ýíåðãèè â ïðåäåëå N,M → ∞ äîñòàòî÷íî çíàòü àñèìïòîòèêó ïðè N → ∞
íàèáîëüøåãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ. Â ñèëó âàæíîñòè ìàòðèöà T èìååò ñïåöèàëüíîå
íàçâàíèå. Îíà íàçûâàåòñÿ òðàíñôåð-ìàòðèöåé èëè ìàòðèöåé ïåðåõîäà, ïîñêîëüêó
îïèñûâàåò ïåðåõîä îò îäíîãî ãîðèçîíòàëüíîãî ðÿäà âåðòèêàëüíûõ ðåáåð ê ñëåäóþ-
ùåìó. Äèàãîíàëèçàöèÿ òðàíñôåð-ìàòðèöû � ïåðâàÿ îñíîâíàÿ çàäà÷à â òåîðèè âåð-
øèííûõ ìîäåëåé. (Âòîðàÿ îñíîâíàÿ çàäà÷à � íàõîæäåíèå êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé;
îíà ñóùåñòâåííî ñëîæíåå.)
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Îáñóäèì ïîäðîáíåå ñòðóêòóðó òðàíñôåð-ìàòðèöû. Áóäåì ñ÷èòàòü Rα′
α (β, β′) 2×2

ìàòðèöåé Rα′
α ïî èíäåêñàì β, β′, ó êîòîðîé ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû â ñâîþ î÷åðåäü

ÿâëÿþòñÿ 2× 2 ìàòðèöàìè (ïî èíäåêñàì α, α′):

(Rα′

α )ββ′ = Rα′

α (β, β′)

Èíûìè ñëîâàìè, ðàññìîòðèì Rα′
α (β, β′) êàê áëî÷íóþ ìàòðèöó. Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü

ôîðìóëû (2.1) � íå ÷òî èíîå, êàê ìàòðè÷íîå ïðîèçâåäåíèå â ãîðèçîíòàëüíîì (îáùåì
äëÿ âñåõ) ïðîñòðàíñòâå C2 (îíî íàçûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì) ñ
ïîñëåäóþùèì âçÿòèåì ñëåäà â íåì:

T
{α′}
{α} = Tα′

1,α
′
2,...,α

′
N

α1,α2,...,αN
= trC2

(
Rα′

1
α1
Rα′

2
α2

. . . Rα′
N

αN

)
Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòàðíûì ñòðîèòåëüíûì áëîêîì ÿâëÿåòñÿ íàáîð áîëüöìà-

íîâñêèõ âåñîâ Rα′
α (β, β′) = Rα′β′

αβ . Èõ ìîæíî îáúåäèíèòü â ìàòðèöó 4× 4 è ïîíèìàòü
åå êàê ìàòðèöó ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè äâóõ äâóìåðíûõ
ïðîñòðàíñòâ. Òîãäà ñîâîêóïíîñòü áîëüöìàíîâñêèõ âåñîâ çàäàåò ëèíåéíûé îïåðàòîð

R : C2 ⊗ C2 → C2 ⊗ C2

Â áàçèñå |β⟩ ⊗ |α⟩ îí äåéñòâóåò òàê:

R : |β⟩ ⊗ |α⟩ 7→ Rαβ
α′β′ |β′⟩ ⊗ |α′⟩

(ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ñóììèðîâàíèå). Ìàòðèöà R â áàçèñå |+⟩⊗|+⟩, |+⟩⊗|−⟩,
|−⟩ ⊗ |+⟩, |−⟩ ⊗ |−⟩ çàïèøåòñÿ âèäå

R =



R++
++ R−+

++ R+−
++ R−−

++

R++
−+ R−+

−+ R+−
−+ R−−

−+

R++
+− R−+

+− R+−
+− R−−

+−

R++
−− R−+

−− R+−
−− R−−

−−


Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ èñõîäíî âñå áîëüöìàíîâñêèå âåñà áûëè âåùåñòâåííûìè (è, áîëåå
òîãî, íåîòðèöàòåëüíûìè) ÷èñëàìè, ñ àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ óäîáíî ñ÷èòàòü
èõ ïðîèçâîëüíûìè êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè.

Íàêîíåö, óêàæåì ñïîñîá êîìïàêòíîé áåçûíäåêñíîé çàïèñè òðàíñôåð-ìàòðèöû.
Åñëè èìååòñÿ òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå V1⊗ . . .⊗VN îäèíàêîâûõ ïðîñòðàíñòâ Vi

∼= C2,
îáîçíà÷èì Rij îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé íà ïðîèçâåäåíèè Vi ⊗ Vj êàê R, à íà äðóãèõ
êàê òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð. Òîãäà

T = trV0

(
R01R02 . . .R0N

)
Ñòîÿùèé ïîä ñëåäîì îïåðàòîð T = R01R02 . . .R0N òàêæå èìååò ñïåöèàëüíîå íàçâàíèå.
Ïî èñòîðè÷åñêèì ïðè÷èíàì (ïî àíàëîãèè ñ ìåòîäîì îáðàòíîé çàäà÷è) îí íàçûâàåò-
ñÿ êâàíòîâîé ìàòðèöåé ìîíîäðîìèè. Åãî åñòåñòâåííî çàïèñûâàòü êàê 2× 2 ìàòðèöó
âî âñïîìîãàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå, ýëåìåíòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè â ïðî-
ñòðàíñòâå H:

T =

(
A B
C D

)
, T = A+D

Ýòî ïî ñóòè òðàíñôåð-ìàòðèöà äëÿ öåïî÷êè ñ îòêðûòûìè êîíöàìè, ñïèíû íà êîòî-
ðûõ ôèêñèðîâàíû.
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2.2 6-âåðøèííàÿ ìîäåëü

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü òå âåðøèíû, â êîòîðûõ ÷èñëî âõîäÿùèõ ñòðåëîê ðàâ-
íî ÷èñëó âûõîäÿùèõ, à îñòàëüíûå îáúÿâèì çàïðåùåííûìè (èõ áîëüöìàíîâñêèå âåñà
ïîëîæèì ðàâíûìè 0). Òàêèõ êîíôèãóðàöèé ðîâíî 6 (ðèñ. 3). Îíè îáúåäèíÿþòñÿ â
ïàðû, ñîîòâåòñòâóþùèå îáðàùåíèþ âñåõ ñòðåëîê. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî áîëüöìàíîâ-
ñêèå âåñà îäèíàêîâû äëÿ âåðøèí, ïîëó÷àþùèõñÿ äðóã èç äðóãà îáðàùåíèåì âñåõ
ñòðåëîê. Òàêèì îáðàçîì, â ìîäåëè èìåþòñÿ 3 íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðà, èç êîòîðûõ
ñóùåñòâåííû ëèøü äâà, ò.ê. çàâèñèìîñòü îò îáùåãî ìíîæèòåëÿ òðèâèàëüíà. Òàêàÿ
ìîäåëü íàçûâàåòñÿ (ñèììåòðè÷íîé) 6-âåðøèííîé ìîäåëüþ.

2.2.1 Ìàòðèöà áîëüöìàíîâñêèõ âåñîâ 6-âåðøèííîé ìîäåëè

Ìàòðèöà ëîêàëüíûõ áîëüöìàíîâñêèõ âåñîâ äëÿ 6-âåðøèííîé ìîäåëè èìååò âèä

R =


R+

+(+,+) 0 0 0
0 R−

−(+,+) R+
−(+,−) 0

0 R−
+(−,+) R+

+(−,−) 0
0 0 0 R−

−(−,−)

 =


a 0 0 0
0 b c 0
0 c b 0
0 0 0 a


Îíà íàçûâàåòñÿ R-ìàòðèöåé. Óêàæåì äðóãèå ñïîñîáû åå çàïèñè, êîòîðûå â ðÿäå
ñëó÷àåâ áîëåå óäîáíû:

R =


a+b
2

+ a−b
2

σz cσ−

cσ+
a+b
2

− a−b
2

σz



=
a+ b

2
σ0 ⊗ σ0 +

a− b

2
σz ⊗ σz +

c

2
σy ⊗ σy +

c

2
σx ⊗ σx

Çäåñü èñïîëüçîâàíû ââåäåííûå ðàíåå ñòàíäàðòíûå ìàòðèöû Ïàóëè. Ìàòðèöà áîëüö-
ìàíîâñêèõ âåñîâ â j-ì óçëå ðåøåòêè çàïèøåòñÿ â âèäå

Rj0 =


a+b
2

+ a−b
2

σ(j)
z cσ

(j)
−

cσ
(j)
+

a+b
2

− a−b
2

σ(j)
z



=
a+ b

2
σ
(0)
0 ⊗ σ

(j)
0 +

a− b

2
σ(0)
z ⊗ σ(j)

z +
c

2
σ(0)
y ⊗ σ(j)

y +
c

2
σ(0)
x ⊗ σ(j)

x

Çàäà÷à. Ïîêàçàòü, ÷òî âåêòîð |Ω⟩ = |+++ . . .+⟩ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì äëÿ

òðàíñôåð-ìàòðèöû T = trV0

(
R01R02 . . .R0N

)
è íàéòè ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. (Ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî ïðè a > b+ c ýòî ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå.)

Çàäà÷à. Ïîêàçàòü, ÷òî òðàíñôåð-ìàòðèöà 6-âåðøèííîé ìîäåëè êîììóòèðóåò ñ

îïåðàòîðîì öèêëè÷åñêîãî ñäâèãà eiP è îïåðàòîðîì Sz =
N∑
j=1

σ(j)
z : [T, eiP ] = [T, Sz] = 0.

Êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå [T, Sz] = 0 îçíà÷àåò, ÷òî êîëè÷åñòâî ñòðåëîê, íà-
ïðàâëåííûõ âíèç (àíàëîã ïåðåâåðíóòûõ ñïèíîâ), ñîõðàíÿåòñÿ ïîä äåéñòâèåì îïåðà-
òîðà T, ò.å. íå ìåíÿåòñÿ îò ñëîÿ ê ñëîþ. Ïîýòîìó ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìîæíî èñêàòü
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â ñåêòîðàõ ñ ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì ïåðåâåðíóòûõ ñòðåëîê. Íàïðèìåð, ñîáñòâåííûé
âåêòîð â N -ìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå ñ îäíîé ïåðåâåðíóòîé ñòðåëêîé ìîæíî èñêàòü
â âèäå

N∑
n=1

znσ
(n)
− |Ω⟩

ãäå z � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ zN = 1 (â ñèëó ïåðèîäè÷å-
ñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé). ßâíîå ïîñòðîåíèå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìîæíî ïðîâåñòè
è â ñåêòîðå ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ïåðåâåðíóòûõ ñòðåëîê, ïðè÷åì îíî îêàçûâàåòñÿ
àáñîëþòíî àíàëîãè÷íûì ðåøåíèþ XXZ-ìîäåëè êîîðäèíàòíûì àíçàöåì Áåòå! (Èñ-
òîðè÷åñêè ìîäåëü áûëà âïåðâûå ðåøåíà èìåííî ýòèì ìåòîäîì.) Ðàçóìååòñÿ, ýòîò
ôàêò íå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì è ãîâîðèò î òîì, ÷òî òðàíñôåð-ìàòðèöà 6-âåðøèííîé
ìîäåëè êîììóòèðóåò ñ ãàìèëüòîíèàíîì XXZ-öåïî÷êè, è ìåòîä Áåòå äàåò èõ îáùèå
ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

Â îáùåé 16-âåðøèííîé ìîäåëè âåêòîð |Ω⟩ óæå íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì, à äåé-
ñòâèå òðàíñôåð-ìàòðèöû íå ñîõðàíÿåò ÷èñëî ïåðåâåðíóòûõ ñòðåëîê. Òàê æå îáñòîèò
äåëî è â ñëó÷àå 8-âåðøèííîé ìîäåëè, â êîòîðîé ðàçðåøåííûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî âåð-
øèíû ñ ÷åòíûì ÷èñëîì âõîäÿùèõ ñòðåëîê. Îêàçûâàåòñÿ, 8-âåðøèííàÿ ìîäåëü, êàê è
6-âåðøèííàÿ, ÿâëÿåòñÿ òî÷íî ðåøàåìîé, íî êîîðäèíàòíûé àíçàö Áåòå ê íåé íåïðè-
ìåíèì. Åå ðåøåíèå áûëî ïîëó÷åíî äðóãèìè, àëãåáðàè÷åñêèìè ìåòîäàìè (ðàçâèòûìè
â ïåðâóþ î÷åðåäü â ðàáîòàõ Ð.Áàêñòåðà è Ëåíèíãðàäñêîé øêîëû), ñ êîòîðûìè ìû
ïîçíàêîìèìñÿ íà áîëåå ïðîñòîì ïðèìåðå 6-âåðøèííîé ìîäåëè.

2.2.2 Êîììóòèðóþùèå òðàíñôåð-ìàòðèöû è óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà

Êëþ÷îì ê àëãåáðàè÷åñêîìó ðåøåíèþ 6-âåðøèííîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå
êîììóòàòèâíîãî ñåìåéñòâà òðàíñôåð-ìàòðèö. Èìåííî, ìû ïîêàæåì, ÷òî òðàíñôåð-
ìàòðèöû ìîäåëåé, äëÿ êîòîðûõ

∆ =
a2 + b2 − c2

2ab

èìååò îäíî è òî æå çíà÷åíèå, êîììóòèðóþò.

Èòàê, çàäàäèìñÿ âîïðîñîì, êîãäà òðàíñôåð-ìàòðèöû

T = trV0T = trV0

(
R01R02 . . .R0N

)
, T′ = trV0T ′ = trV0

(
R′
01R

′
02 . . .R

′
0N

)
êîììóòèðóþò. Çäåñü R′ � R-ìàòðèöà ñ ïàðàìåòðàìè (a′, b′, c′). Ïðîèçâåäåíèÿ TT′ è
T′T ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

TT′ = trV0⊗V0

(
T ⊗ T ′

)
, T′T = trV0⊗V0

(
T ′ ⊗ T

)
Â ïðàâûõ ÷àñòÿõ T -ìàòðèöû ïåðåìíîæàþòñÿ òåíçîðíî, à èõ ýëåìåíòû � êàê îïåðà-
òîðû â H, ñ ñîáëþäåíèåì ïîðÿäêà. Íàïðèìåð:

T ⊗ T ′ =

(
A B
C D

)
⊗
(

A′ B′

C ′ D′

)
=


AA′ AB′ BA′ BB′

AC ′ AD′ BC ′ BD′

CA′ CB′ DA′ DB′

CC ′ CD′ DC ′ DD′


43



Äëÿ êîììóòàòèâíîñòè òðàíñôåð-ìàòðèö äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà íåâûðîæ-
äåííàÿ ÷èñëîâàÿ 4× 4 ìàòðèöà M òàêàÿ, ÷òî

T ′ ⊗ T = M(T ⊗ T ′)M−1 èëè M(T ⊗ T ′) = (T ′ ⊗ T )M

Òîãäà ñëåäû îò T ⊗ T ′ è T ′ ⊗ T áóäóò ðàâíû â ñèëó öèêëè÷íîñòè ñëåäà.

Ïóñòü P � îïåðàòîð ïåðåñòàíîâêè ñîìíîæèòåëåé â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè C2 ⊗
C2: Pu⊗ v = v⊗ u. (Â ãëàâå ïðî ìîäåëü Ãåéçåíáåðãà ýòîò îïåðàòîð îáîçíà÷àëñÿ êàê
P12.) Â áàçèñå |+⟩⊗|+⟩, |+⟩⊗|−⟩, |−⟩⊗|+⟩, |−⟩⊗|−⟩ ìàòðèöà ýòîãî îïåðàòîðà èìååò
âèä

P =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1


Åñëè áû ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû T êîììóòèðîâàëè ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè T ′, ìû
áû èìåëè P(T ⊗T ′) = (T ′⊗T )P, ò.å. â ýòîì ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà ñëåäû çàâåäîìî
êîììóòèðóþò, M = P. Â îáùåì ñëó÷àå áóäåì èñêàòü ìàòðèöó M â âèäå M = PR′′,
ãäå R′′ � íåêîòîðàÿ ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà (ñìûñë òàêîãî îáîçíà÷åíèÿ âûÿñíèòüñÿ ÷óòü
íèæå).

�Ñïëåòàþùåå� ñîîòíîøåíèå

PR′′(T ⊗ T ′) = (T ′ ⊗ T )PR′′ (2.2)

áóäåò äëÿ íàñ îñíîâíûì. Ïîëåçíî ïåðåïèñàòü åãî â íåñêîëüêî èíîé ôîðìå. Îáîçíà-
÷èì T1 = T ⊗ 1, T2 = 1⊗ T , òîãäà T ⊗ T ′ = T1T ′

2 , à T ′ ⊗ T = P T ′
2T1 P. Ïîñëå ýòîãî,

ïîìíîæèâ îáå ÷àñòè íàøåãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåâà íà P, çàïèøåì åãî òàê:

R′′
12T1T ′

2 = T ′
2T1R

′′
12

Èíäåêñû ó R′′ íàïîìèíàþò, ÷òî ýòîò îïåðàòîð äåéñòâóåò â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè
ïåðâîãî è âòîðîãî ïðîñòðàíñòâ.

Êîíñòðóêòèâíî ìàòðèöó R′′ ìîæíî íàéòè, íàëîæèâ áîëåå ñèëüíîå äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå � ÷òîáû òàêàÿ ìàòðèöà ñóùåñòâîâàëà äëÿ êàæäîãî R-ìàòðè÷íîãî ñîìíîæè-
òåëÿ, âõîäÿùåãî â T -ìàòðèöó, à èìåííî,

PR′′(R⊗ R′) = (R′ ⊗ R)PR′′ èëè R′′
12R13R

′
23 = R′

23R13R
′′
12

Â ýòîì óðàâíåíèè îáå ÷àñòè � ÷èñëîâûå ìàòðèöû 8 × 8, è åñòü íàäåæäà, ÷òî åãî
óäàñòñÿ ðàçðåøèòü. Â èíäåêñíîé çàïèñè∑

µνλ

R
′′ νµ
βγ R

′ λβ′

αµ Rα′γ′

λν =
∑
µνλ

Rλµ
αβR

′ α′ν
λγ R

′′ γ′β′

µν (2.3)

(ãäå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå Rα′
α (β, β′) = Rα′β′

αβ ). Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ìàòðèöû R, R′, R′′ èìåþò îäèíàêîâóþ ñòðóêòóðó è ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî çíà÷åíèÿìè
ïàðàìåòðîâ: (a, b, c) äëÿ R, (a′, b′, c′) äëÿ R′, (a′′, b′′, c′′) äëÿ R′′.

Óñëîâèå (2.3) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (èëè ñèñòåìîé óðàâíåíèé) ßíãà-Áàêñòåðà
èëè óðàâíåíèåì òðåóãîëüíèêîâ. Åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ãðàôè÷åñêè (ðèñ. 4). Ýòî
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ñèñòåìà èç 64 óðàâíåíèé ñ 3 íåèçâåñòíûìè (íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè ìàòðèöû R′′).
Íàøà çàäà÷à � âûÿñíèòü, ïðè êàêîì âûáîðå ìàòðèö R, R′ ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå
ðåøåíèå.

Çàìåòèì, âî-ïåðâûõ, ÷òî â ñèëó ñâîéñòâà Rα′β′

αβ = 0 ïðè α + β ̸= α′ + β′ áîëüøîå
÷èñëî óðàâíåíèé îáðàùàþòñÿ â òîæäåñòâà 0 = 0. ×òî-òî íåíóëåâîå â îáåèõ ÷àñòÿõ
ïîëó÷àåòñÿ òîëüêî ïðè α + β + γ = α′ + β′ + γ′. Â ðåçóëüòàòå îñòàåòñÿ òîëüêî 20
íåòðèâèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ñâîäÿòñÿ ê 10 ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè îòíîñèòåëü-
íî ïðåîáðàçîâàíèÿ |+⟩ ↔ |−⟩. ×åòûðå èç ýòèõ äåñÿòè óðàâíåíèé óäîâëåòâîðÿþòñÿ
òîæäåñòâåííî, à îñòàëüíûå îáðàçóþò òðè ïàðû ýêâèâàëåíòíûõ óðàâíåíèé. Òàêèì
îáðàçîì, îñòàþòñÿ òîëüêî 3 íåòðèâèàëüíûõ óðàâíåíèÿ. Îíè èìåþò âèä

bc′a′′ = cb′c′′ + ac′b′′

ca′a′′ = cb′b′′ + ac′c′′

ba′c′′ = cc′b′′ + ab′c′′
(2.4)

Ðàññìîòðèì èõ êàê ñèñòåìó îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ íåèçâåñòíûìè a′′, b′′, c′′. Íåíó-
ëåâîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, åñëè îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû ðàâåí 0. Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå
ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî òðåáîâàíèå ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

a2 + b2 − c2

2ab
=

a′2 + b′2 − c′2

2a′b′

Àíàëîãè÷íî, ðàññìîòðåâ ýòè óðàâíåíèÿ êàê ñèñòåìó îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ íåèç-
âåñòíûìè a′, b′, c′, ïîëó÷èì

a2 + b2 − c2

2ab
=

a′′2 + b′′2 − c′′2

2a′′b′′

Òåì ñàìûì ìû ïîêàçàëè, ÷òî åñëè âåëè÷èíà

∆ =
a2 + b2 − c2

2ab

îäèíàêîâà äëÿ âñåõ R-ìàòðèö R, R′, R′′, ïîñòðîåííûå ïî íèì òðàíñôåð-ìàòðèöû êîì-
ìóòèðóþò.

Äëÿ äàëüíåéøåãî èñêëþ÷èòåëüíî óäîáíî ââåñòè ñëåäóþùóþ ïàðàìåòðèçàöèþ
ñòàòâåñîâ a, b, c: 

a = ρ sinh(u+ η)
b = ρ sinhu
c = ρ sinh η

(2.5)

Òîãäà ∆ = cosh η, è òðàíñôåð-ìàòðèöû êîììóòèðóþò ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ
u, ρ (è îäèíàêîâîì η). Êîììóòàòèâíîñòü ïðè ðàçëè÷íûõ ρ òðèâèàëüíà, ïîñêîëüêó
îáùèé ìíîæèòåëü ïðîñòî âûíîñèòñÿ è íè íà ÷òî íå âëèÿåò. Óäîáíî ïîëîæèòü ρ =
1. Ïàðàìåòð u íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì, è R-ìàòðèöà, à òàêæå âñå
îñòàëüíûå ââåäåííûå îáúåêòû îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ôóíêöèè ïàðàìåòðà u:
R = R(u), T = T(u) è ò.ä. Ïðè ýòîì ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî u ìîæåò ìåíÿòüñÿ, à η
ôèêñèðîâàíî, òîãäà [T(u), T(u′)] = 0.

Êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñïåêòðàëüíûå ïàðàìåòðû R-ìàòðèö, âõîäÿùèõ â óðàâ-
íåíèå ßíãà-Áàêñòåðà? Ïîäñòàâèâ ïàðàìåòðèçàöèþ (2.5) äëÿ êàæäîé R-ìàòðèöû (ñ
u, u′, u′′ è îäèíàêîâûì η) â óñëîâèÿ (2.4), ïîëó÷èì

u = u′ + u′′
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Óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà ïðèìåò ñèììåòðè÷íûé âèä

R12(u1 − u2)R13(u1 − u3)R23(u2 − u3) = R23(u2 − u3)R13(u1 − u3)R12(u1 − u2)

(äëÿ äàííîé ïàðàìåòðèçàöèè îíî ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì), à ñïëåòàþøåå ñîîòíîøåíèå
(2.2)

Ř(u− u′)(T (u)⊗ T (u′)) = (T (u′)⊗ T (u))Ř(u− u′) (2.6)

ñ ìàòðèöåé

Ř(u) = PR(u) =


a(u) 0 0 0
0 c b(u) 0
0 b(u) c 0
0 0 0 a(u)


Äëÿ óäîáñòâà óêàæåì ÿâíûé âèä R-ìàòðèöû â ïàðàìåòðèçàöèè (2.5) ñ ρ = 1:

R(u) =


sinh(u+ η) 0 0 0

0 sinh u sinh η 0
0 sinh η sinhu 0
0 0 0 sinh(u+ η)



=


sinh

(
u+ η

2
+ η

2
σz

)
sinh η σ−

sinh η σ+ sinh
(
u+ η

2
− η

2
σz

)


(2.7)

Îòìåòèì, ÷òî R(0) = sinh η P èëè, â èíäåêñíîé çàïèñè,

Rα′β′

αβ (0) = Rα′

α (0|β, β′) = sinh η δαβ′δα′β (2.8)

2.2.3 Ñâÿçü 6-âåðøèííîé ìîäåëè ñ XXZ-öåïî÷êîé

Ïîëüçóÿñü (2.8), íàéäåì, ÷òî îïåðàòîð T (0) ïðîïîðöèîíàëåí îïåðàòîðó öèêëè÷åñêîé
ïåðåñòàíîâêè óçëîâ ðåøåòêè:

T(0) = (sinh η)Ne−iP (2.9)

Äåéñòâèòåëüíî,

T
{α′}
{α} (0) = (sinh η)N

∑
{β}

δα1β2δα′
1β1

δα2β3δα′
2β2

. . . δαNβ1δα′
NβN

= (sinh η)Nδα′
1αN

δα′
2α1

. . . δα′
NαN−1

= (sinh η)N
(
e−iP

){α′}

{α}
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Ñâÿçü ñ XXZ-ìîäåëüþ îñíîâàíà íà òîì çàìå÷àòåëüíîì ôàêòå, ÷òî ãàìèëüòîíèàí
ïîñëåäíåé ñîäåðæèòñÿ â ñåìåéñòâå òðàíñôåð-ìàòðèö 6-âåðøèííîé ìîäåëè T(u), à

èìåííî, Hxxz ∝ T−1(0)∂uT(u)
∣∣∣
u=0

+ const. Òî÷íàÿ ôîðìóëà òàêîâà:

Hxxz = − sinh η
d

du
logT(u)

∣∣∣
u=0

+ N cosh η (2.10)

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â ïðÿìîì âû÷èñëåíèè, àíàëîãè÷íîì òàêîâîìó äëÿ T (0). Â
ñèëó âàæíîñòè ñäåëàííîãî óòâåðæäåíèÿ óìåñòíî ïðèâåñòè íåêîòîðûå ïîäðîáíîñòè.
Èìååì ïî îïðåäåëåíèþ:

d

du
T
{α′}
{α} (u)

∣∣∣
u=0

=
N∑
j=1

∑
{β}

R
α′
1β2

α1β1
(0) . . . R

α′
j−1βj

αj−1βj−1
(0)

d

du
R

α′
jβj+1

αjβj
(u)
∣∣∣
u=0

R
α′
j+1βj+2

αj+1βj+1
(0) . . . R

α′
Nβ1

αNβN
(0)

Ïîä çíàêàìè ñóììû âñå ñîìíîæèòåëè êðîìå j-ãî ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè ïåðåñòà-
íîâêè òèïà (2.8), à

R′(0) =
dR(u)

du

∣∣∣
u=0

=


cosh η 0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 cosh η

 =
cosh η+1

2
1⊗ 1 +

cosh η−1

2
σz ⊗ σz

= 1⊗ 1 +
cosh η−1

2

(
1⊗ 1 + σz ⊗ σz

)
Â èíäåêñíîé çàïèñè

d

du
Rα′β′

αβ (u)
∣∣∣
u=0

=
∆+1

2
δαα′δββ′ +

∆−1

2
(σz)αα′(σz)ββ′ , ∆ = cosh η

Òåïåðü âñå ãîòîâî äëÿ òîãî, ÷òîáû çàâåðøèòü âû÷èñëåíèå:

sinh η

(
T−1(0)

d

du
T(u)

∣∣∣
u=0

){α′}

{α}
=

N∑
j=1

δα1α′
1
. . . δαj−1α′

j−1
· d

du
R

α′
jα

′
j+1

αj+1αj (u)
∣∣∣
u=0

·δαj+2α′
j+2

. . . δαNα′
N

Îñòàëîñü ïðåîáðàçîâàòü

d

du
R

α′
jα

′
j+1

αj+1αj (u)
∣∣∣
u=0

= (PR′(0))
α′
jα

′
j+1

αjαj+1
=
(
P+

∆− 1

2
P(1 + σ(j)

z σ(j+1)
z )

)α′
jα

′
j+1

αjαj+1

è ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî P(1 + σz ⊗ σz) = 1 + σz ⊗ σz, ïîëó÷èòü

sinh η T−1(0)
d

du
T(u)

∣∣∣
u=0

=
N∑
j=1

(
Pj,j+1 +

∆− 1

2
(1 + σ(j)

z σ(j+1)
z )

)

÷òî ýêâèâàëåíòíî (2.10).
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3 Àëãåáðàè÷åñêèé àíçàö Áåòå

3.1 Àëãåáðàè÷åñêèé àíçàö Áåòå â 6-âåðøèííîé ìîäåëè

Ñïëåòàþùåå ñîîòíîøåíèå (2.6)

Ř(u− u′)(T (u)⊗ T (u′)) = (T (u′)⊗ T (u))Ř(u− u′) (3.1)

èãðàåò îñíîâíóþ ðîëü â òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè íà
äâóìåðíîé ðåøåòêå, à òàêæå èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé ôèçèêè òâåðäîãî òåëà è òåî-
ðèè ïîëÿ. Ñ àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îíî çàäàåò êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ
ìåæäó ãåíåðàòîðàìè áåñêîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû (êâàíòîâîé àôôèííîé àëãåáðû), ïî-
ðîæäàåìîé êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû T (u) ïî u.
Óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà ýêâèâàëåíòíî àññîöèàòèâíîñòè ýòîé àëãåáðû, à ðåàëèçà-
öèÿ ñïëåòàþùåãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ 6-âåðøèííîé ìîäåëè ìàòðèöàìè áîëüöìàíîâñêèõ
âåñîâ îçíà÷àåò âûáîð åå ñïåöèàëüíîãî êîíå÷íîìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïðîöåäóðà
ïîñòðîåíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ òðàíñôåð-ìàòðèöû ñ ïîìîùüþ àëãåáðàè÷åñêèõ
ñâîéñòâ ââåäåííûõ îïåðàòîðîâ íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì àíçàöåì Áåòå. Äàëåå â
ýòîì ðàçäåëå ìû ïðîñëåäèì îñíîâíûå ìîìåíòû ýòîé êîíñòðóêöèè â ñëó÷àå, êîãäà
R-ìàòðèöà èìååò âèä

Ř(u) =


a(u) 0 0 0
0 c b(u) 0
0 b(u) c 0
0 0 0 a(u)

 (3.2)

ñ a = sinh(u+ η), b = sinhu, c = sinh η.

Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû êâàíòîâîé ìàòðèöû ìîíîäðîìèè

T (u) =

(
A(u) B(u)
C(u) D(u)

)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåêîòîðûå îïåðàòîðû â ïðîñòðàíñòâå H ∼= (C2)⊗N . Ïîýëåìåíò-
íîå âûïèñûâàíèå ñîîòíîøåíèé, ñîäåðæàùèõñÿ â (3.1), äàåò ïðàâèëà êîììóòàöèè ýòèõ
îïåðàòîðîâ. Íèæå ìû ïðèâåäåì òîëüêî òå ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ äëÿ
âû÷èñëåíèé.

Âî-ïåðâûõ, îäíîèìåííûå ýëåìåíòû êîììóòèðóþò ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ñïåê-
òðàëüíîãî ïàðàìåòðà: [A(u), A(v)] = 0, [B(u), B(v)] = 0, è ò.ä. Âî-âòîðûõ, èìåþò
ìåñòî êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ

a(u− v)B(u)A(v) = cB(v)A(u) + b(u− v)A(v)B(u) (3.3)

a(u− v)B(v)D(u) = cB(u)D(v) + b(u− v)D(u)B(v) (3.4)

Çàäà÷à. Âûïèñàòü âñå ñîîòíîøåíèÿ íà îïåðàòîðû A(u), B(u), C(u), D(u), ñîäåð-
æàùèåñÿ â (3.1).

Ðàññìîòðèì îïÿòü âåêòîð |Ω⟩ = |+++ . . .+⟩. Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííûì äëÿ îïåðàòîðîâ A(u) è D(u), à C(u) óíè÷òîæàåò åãî:

A(u) |Ω⟩ = aN(u) |Ω⟩ , D(u) |Ω⟩ = bN(u) |Ω⟩ , C(u) |Ω⟩ = 0
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Âåêòîð |Ω⟩ áóäåì íàçûâàòü ïîðîæäàþùèì, ïîñêîëüêó âñå îñòàëüíûå ñîáñòâåííûå
âåêòîðà òðàíñôåð-ìàòðèöû áóäóò ñòðîèòüñÿ ìíîãîêðàòíûì ïðèìåíåíèåì ê íåìó îïå-
ðàòîðîâ B(u).

Òåîðåìà. Âåêòîðû

|Φ(u1, . . . , un)⟩ =
n∏

j=1

B(uj) |Ω⟩

ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè òðàíñôåð-ìàòðèöû (T(u) |Φ⟩ = T (u) |Φ⟩) ïðè
óñëîâèè, ÷òî ÷èñëà uj óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé Áåòå

aN(uj)

bN(uj)
= (−1)n−1

n∏
k=1,̸=j

a(uj − uk)

a(uk − uj)
(3.5)

èëè (
sinh(uj + η)

sinhuj

)N

=
n∏

k=1, ̸=j

sinh(uj − uk + η)

sinh(uj − uk − η)

ïðè÷åì ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå T (u) = T (u;u1, . . . , un) äàåòñÿ ôîðìóëîé

T (u;u1, . . . , un) = aN(u)
n∏

j=1

a(uj − u)

b(uj − u)
+ bN(u)

n∏
j=1

a(u− uj)

b(u− uj)

èëè

T (u;u1, . . . , un) = sinhN(u+ η)
n∏

j=1

sinh(u− uj − η)

sinh(u− uj)
+ sinhN u

n∏
j=1

sinh(u− uj + η)

sinh(u− uj)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåïèøåì íóæíûå íàì êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (3.3), (3.4) â áî-

ëåå óäîáíîì âèäå:

A(u)B(v) =
a(v − u)

b(v − u)
B(v)A(u)− c

b(v − u)
B(u)A(v)

D(u)B(v) =
a(u− v)

b(u− v)
B(v)D(u)− c

b(u− v)
B(u)D(v)

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ñîîòíîøåíèé ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü âûðàæåíèå

(A(u) +D(u))
n∏

j=1

B(uj) |Ω⟩

ïðîíîñÿ A(u) è D(u) ÷åðåç B(uj) íàïðàâî äî âñòðå÷è ñ âåêòîðîì |Ω⟩, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ äëÿ
íèõ ñîáñòâåííûì. Ïðè ýòîì âîçíèêàþò 2n ñëàãàåìûõ, êîòîðûå ñîáèðàþòñÿ â âûðàæåíèÿ

âèäà

T (u)
n∏

k=1

B(uk) |Ω⟩

è

Λj(u)B(u)
n∏

k=1,̸=j

B(uk) |Ω⟩
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ñ íåêîòîðûìè ÷èñëîâûìè ìíîæèòåëÿìè T (u) è Λj(u). Ïåðâîå èç ýòèõ âûðàæåíèé ïîëó÷à-

åòñÿ, åñëè ïðè êîììóòàöèè ó÷èòûâàòü òîëüêî ïåðâûå ñëàãàåìûå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ êîììó-

òàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íà êàêîì-òî øàãå âîñïîëüçîâàòüñÿ âòîðûì

ñëàãàåìûì, âîçíèêíåò îïåðàòîð B(u), êîòîðûé ïîòîì èñ÷åçíóòü óæå íå ìîæåò. Òàêèì îá-

ðàçîì, T (u) äàåòñÿ âûðàæåíèåì äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, ïðèâåäåííûì âûøå. Îäíàêî,

ïîêà ìû åùå íå ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî íàø âåêòîð ñîáñòâåííûé, ïîñêîëüêó èìåþòñÿ �ïëî-

õèå ÷ëåíû�. Êîýôôèöèåíò Λj(u) ìîæíî íàéòè, ïðîíåñÿ ñíà÷àëà A(u) + D(u) ÷åðåç B(uj)
è ïîëüçóÿñü ïðè ýòîì âòîðûìè ñëàãàåìûìè, à ïîòîì, ïðè äàëüíåéøåì ïðîíîñå íàïðàâî,

ïîëüçîâàòüñÿ îïÿòü òîëüêî ïåðâûìè ñëàãàåìûìè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ:

Λj(u) = − c

b(uj − u)

aN (uj)
n∏

k=1,̸=j

a(uk − uj)

b(uk − uj)
− bN (uj)

n∏
k=1,̸=j

a(uj − uk)

b(uj − uk)


Äëÿ òîãî ÷òîáû âñå ïëîõèå ÷ëåíû èñ÷åçëè, äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü Λj(u) = 0 ïðè âñåõ

j = 1, . . . , n, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå óðàâíåíèé Áåòå.

3.2 Ìîäåëè îáùåãî âèäà ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé R-ìàòðèöåé

Ïîëüçà ðàññìîòðåííîãî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå àëãåáðàè÷åñêîãî ìåòîäà íå îãðàíè-
÷èâàåòñÿ òîëüêî ýëåãàíòíûì ðåøåíèåì 6-âåðøèííîé ìîäåëè. ×òî, âîçìîæíî, äàæå
áîëåå âàæíî, àëãåáðàè÷åñêèé àíçàö Áåòå ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ðàñøèðèòü çàïàñ
èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé.

3.2.1 Íåîäíîðîäíûå ìîäåëè

Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî ïåðåïèøåì R-ìàòðèöó (2.7) íà j-ì óçëå â âèäå

Lj(u) =


sinh

(
u+ η

2
σ(j)
z

)
sinh ησ

(j)
−

sinh ησ
(j)
+ sinh

(
u− η

2
σ(j)
z

)
 (3.6)

è íàçîâåì êâàíòîâûì L-îïåðàòîðîì (òåðìèíîëîãèÿ âîñõîäèò ê ìåòîäó îáðàòíîé
çàäà÷è ðàññåÿíèÿ). Î÷åâèäíî, Lj(u) = Rj0(u− η

2
), à òàêæå T (u) = L1(u)L2(u) . . . LN(u),

ãäå ìû ïåðåîïðåäåëèëè T (u) ñäâèãîì àðãóìåíòà íà η
2
. Êâàíòîâûé L-îïåðàòîð ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê �ýëåìåíòàðíóþ� êâàíòîâóþ ìàòðèöó ìîíîäðîìèè (äëÿ ìîäåëè íà
îäíîì óçëå). ßñíî ïîýòîìó, ÷òî L-îïåðàòîð óäîâëåòâîðÿåò îñíîâíîìó ñïëåòàþùåìó
ñîîòíîøåíèþ

Ř(u− v)(L(u)⊗ L(v)) = (L(v)⊗ L(u))Ř(u− v) (3.7)

ñ R-ìàòðèöåé

Ř(u) =


sinh(u+ η) 0 0 0

0 sinh η sinhu 0
0 sinh u sinh η 0
0 0 0 sinh(u+ η)


Äåéñòâèå ýëåìåíòîâ L-îïåðàòîðà íà âåêòîð |+⟩ òàêîâî:

L(u) |+⟩ =

 sinh
(
u+ η

2

)
⋆

0 sinh
(
u− η

2

)  |+⟩ (3.8)
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Çâåçäî÷êîé îáîçíà÷åí íåñóùåñòâåííûé äëÿ íàñ íåíóëåâîé ýëåìåíò.

Îáîáùåíèå, ïîçâîëÿþùåå ïîðîäèòü øèðîêèé êëàññ ìîäåëåé, êîòîðûå ðåøàþò-
ñÿ òåì æå ìåòîäîì, îñíîâàíî íà çàìå÷àíèè, ÷òî ñïëåòàþùåå ñîîòíîøåíèå (3.1) äëÿ
êâàíòîâûõ ìàòðèö ìîíîäðîìèè îñòàíåòñÿ â ñèëå, åñëè ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð â
êàæäîì L-îïåðàòîðå â ïðîèçâåäåíèè ïî öåïî÷êå ñäâèãàòü íà ïðîèçâîëüíûå çàâèñÿ-
ùèå îò íîìåðà óçëà âåëè÷èíû:

T (u) = L1(u− ξ1) L2(u− ξ2) . . . LN(u− ξN) (3.9)

(Ðàçóìååòñÿ, ñïëåòàþùåå ñîîòíîøåíèå (3.1) äëÿ T (u), T (v) è âûòåêàþùàÿ èç íåãî
êîììóòàòèâíîñòü èõ ñëåäîâ èìååò ìåñòî, åñëè òîëüêî ïàðàìåòðû ξi îäèíàêîâû â îáå-
èõ ìàòðèöàõ.) Òàêàÿ T -ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ìîíîäðîìèè íåîäíîðîäíîé öå-
ïî÷êè, à âåëè÷èíû ξi � íåîäíîðîäíîñòÿìè â óçëàõ. Íàðÿäó ñ η îíè ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåò-
ðàìè, çàäàþùèìè ìîäåëü. Òåì ñàìûì ìû ïîñòðîèëè áåñêîíå÷íî-ïàðàìåòðè÷åñêîå
ñåìåéñòâî ìîäåëåé, òðàíñôåð-ìàòðèöû êîòîðûõ ïîääàþòñÿ äèàãîíàëèçàöèè ñ ïîìî-
ùüþ òîãî æå àëãåáðàè÷åñêîãî àíçàöà Áåòå. Â ìàòåìàòè÷åñêîì îòíîøåíèè íåîäíî-
ðîäíûå ìîäåëè íè÷åì íå õóæå (à, âîçìîæíî, äàæå ëó÷øå) îäíîðîäíîé 6-âåðøèííîé
ìîäåëè èëè XXZ-öåïî÷êè. Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, îäíàêî, èõ íåäîñòàòêîì
ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî êàê ïðàâèëî íå óäàåòñÿ íàéòè ëîêàëüíûé ãàìèëüòîíèàí, êîòîðûé
ìîæíî áûëî áû âêëþ÷èòü â ïîñòðîåííîå êîììóòèðóþùåå ñåìåéñòâî. Ïîýòîìó âìå-
ñòî �ìû ïîñòðîèëè ìîäåëü�, ôèçèê â ýòîì ìåñòå ñêàçàë áû ëèøü �ìû ïîñòðîèëè
îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ�.

Âàæíûì óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè àëãåáðàè÷åñêîãî àíçàöà Áåòå áûëî ñóùåñòâîâà-
íèå âàêóóìíîãî âåêòîðà |Ω⟩ � òàêîãî, ÷òî C(u) |Ω⟩ = 0 è ñîáñòâåííîãî äëÿ A(u), D(u),
ò.å. òàêîãî, ÷òî

T (u) |Ω⟩ =
(

A(u) B(u)
C(u) D(u)

)
|Ω⟩ =

(
a(u) ⋆
0 d(u)

)
|Ω⟩

ñ íåêîòîðûìè ôóíêöèÿìè a(u), d(u) (ôóíêöèÿ a(u) ýòîì ðàçäåëå îòëè÷àåòñÿ îò òîé,
÷òî îáîçíà÷àëàñü ÷åðåç a(u) â ðàçäåëå ïðî 6-âåðøèííóþ ìîäåëü!). Ñâîéñòâî (3.8)
îçíà÷àåò, ÷òî â íàøåé îáîáùåííîé ìîäåëè â êà÷åñòâå âàêóóìíîãî âåêòîðà ìîæíî
âçÿòü |Ω⟩ = |+++ . . .+⟩, òîãäà

a(u) =
N∏
j=1

sinh
(
u− ξj +

η

2

)
, d(u) =

N∏
j=1

sinh
(
u− ξj −

η

2

)

Ôóíêöèè òàêîãî âèäà áóäåì íàçûâàòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè (ñòåïåíè
N).

Ìîæíî ïîéòè åùå äàëüøå è âçÿòü ôóíêöèþ r(u) = a(u)/d(u) ñ óñëîâèåì ïåðèî-
äè÷íîñòè r(u + 2πi) = r(u) â êà÷åñòâå ôóíêöèîíàëüíîãî ïàðàìåòðà ìîäåëè. (Áóäåì
íàçûâàòü åå îáîáùåííîéXXZ ìîäåëüþ.) Äåéñòâèòåëüíî, óñòðåìëÿÿ N → ∞ è âûáè-
ðàÿ äîëæíûì îáðàçîì ξi, ìîæíî ôîðìàëüíî ïîëó÷èòü ëþáóþ ðàçóìíóþ ôóíêöèþ.

Äëÿ îáîáùåííîé ìîäåëè ñ âàêóóìíûì âåêòîðîì ñóùåñòâóåò îáùàÿ àëãåáðàè÷å-
ñêàÿ ïðîöåäóðà äèàãîíàëèçàöèè êîììóòàòèâíîãî ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ trT (u) =
A(u) +D(u).
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Òåîðåìà. Âåêòîðû

|Φ(u1, . . . , un)⟩ =
n∏

j=1

B(uj) |Ω⟩

ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè òðàíñôåð-ìàòðèöû (T(u) |Φ⟩ = T (u) |Φ⟩) ïðè
óñëîâèè, ÷òî ÷èñëà uj óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé Áåòå

a(uj)

d(uj)
=

n∏
k=1,̸=j

sinh(uj − uk + η)

sinh(uj − uk − η)
(3.10)

ïðè÷åì ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå T (u) = T (u;u1, . . . , un) äàåòñÿ ôîðìóëîé

T (u;u1, . . . , un) = a(u)
n∏

j=1

sinh(u− uj − η)

sinh(u− uj)
+ d(u)

n∏
j=1

sinh(u− uj + η)

sinh(u− uj)
(3.11)

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî òàêîâîìó äëÿ 6-âåðøèííîé ìîäåëè.

3.2.2 Q-îïåðàòîð Áàêñòåðà è TQ-ñîîòíîøåíèå.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé Áåòå â òî÷íîñòè ýêâèâàëåíòíà òîìó,
÷òî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå òðàíñôåð-ìàòðèöû T (u) = T (u;u1, . . . , un) (3.11) íå èìååò
ïîëþñîâ â òî÷êàõ u = ui. Íà ýòîì çàìå÷àíèè îñíîâàí àëüòåðíàòèâíûé ìåòîä ïîëó÷å-
íèÿ óðàâíåíèé Áåòå. Èìåííî, èç òîãî, ÷òî òðàíñôåð-ìàòðèöû êîììóòèðóþò ïðè âñåõ
u ñëåäóåò, ÷òî îíè ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê äèàãîíàëüíîìó âèäó ïðåîáðàçîâàíèåì,
íå çàâèñÿùèì îò u, à òîãäà, ïîñêîëüêó âñå èõ ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû � òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèå ïîëèíîìû ñòåïåíè N , òàêîâûìè äîëæíû áûòü è âñå èõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.
Ïîýòîìó íàäî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïðàâàÿ ÷àñòü (3.11) áûëà ðåãóëÿðíîé ôóíêöèåé
â êîíå÷íîé ÷àñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Òðåáîâàíèå ðàâåíñòâà íóëþ âû÷åòîâ â
òî÷êàõ ui è äàñò ñèñòåìó óðàâíåíèé Áåòå (3.10).

Îáîçíà÷èì

Q(u) =
n∏

j=1

sinh(u− uj)

òîãäà ñîîòíîøåíèå (3.11) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

T (u)Q(u) = a(u)Q(u− η) + d(u)Q(u+ η) (3.12)

à óðàâíåíèÿ Áåòå â âèäå
a(uj)

d(uj)
= − Q(uj + η)

Q(uj − η)

Îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî ïîñòðîèòü îïåðàòîð Q(u) òàêîé, ÷òî à) îí êîììóòèðóåò ñî âñåìè
òðàíñôåð-ìàòðèöàìè, ò.å. [T(u),Q(v)] = 0 ïðè âñåõ u, v è á) åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
íà áåòåâñêèõ âåêòîðàõ |Φ(u1, . . . , un)⟩ ðàâíû Q(u). Ñîîòíîøåíèå (3.12) çàïèøåòñÿ
òîãäà â îïåðàòîðíîì âèäå:

T(u)Q(u) = a(u)Q(u− η) + d(u)Q(u+ η)

Îíî íàçûâàåòñÿ TQ-ñîîòíîøåíèåì, à Q(u) � Q-îïåðàòîðîì Áàêñòåðà.
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3.2.3 Ïðåäåë â XXX-ìîäåëü.

Ïîëîæèì λ = ηu è ñîâåðøèì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä η → 0. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ R-
ìàòðèöà ïðè ýòîì ïåðåéäåò â ðàöèîíàëüíóþ

R(λ) =


λ+1 0 0 0
0 λ 1 0
0 1 λ 0
0 0 0 λ+1

 = λI+ P (3.13)

Îòìåòèì, ÷òî îíà GL(2)-èíâàðèàíòíà â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

g ⊗ g R(λ) = R(λ) g ⊗ g

äëÿ ëþáîé ìàòðèöû g =

(
a b
c d

)
∈ GL(2). L-îïåðàòîð ïðèìåò âèä

L(λ) =

(
λ+ 1

2
σz σ−

σ+ λ− 1
2
σz

)

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ XXX-ìîäåëè ñòðîèòñÿ êàê T(λ) =

tr
(
L1(λ) . . . LN(λ)

)
. Êàê è â XXZ-ñëó÷àå ìîäåëü äîïóñêàåò èíòåãðèðóåìîå íåîäíî-

ðîäíîå îáîáùåíèå.

Áîëåå îáùèé L-îïåðàòîð, êîòîðûé ñïëåòàåòñÿ ðàöèîíàëüíîé R-ìàòðèöåé (ò.å.
óäîâëåòâîðÿåò RLL = LLR-ñîîòíîøåíèþ) ìîæíî èñêàòü â âèäå

L(λ) =

(
λ+ 1

2
S S−

S+ λ− 1
2
S

)

Çäåñü S, S± � íåêîòîðûå íåèçâåñòíûå ïîêà îïåðàòîðû. Ïîäñòàíîâêà â RLL = LLR
ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

[S, S±] = ±2S±, [S+, S−] = S

êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîîòíîøåíèÿ àëãåáðû sl2 (ìîæíî ñ÷èòàòü åå âëîæåí-
íîé â óíèâåðñàëüíóþ îáåðòûâàþùóþ àëãåáðó U(sl2)). Ýòîò L-îïåðàòîð äåéñòâóåò â
òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè C2 ⊗ V , ãäå V � ïðîñòðàíñòâî êàêîãî-ëèáî ïðåäñòàâëåíèÿ
ýòîé àëãåáðû.

Ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû U(sl2) ìîæíî ðåàëèçîâàòü äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðà-
òîðàìè â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé îò ïåðåìåííîé z:

S− = ∂z, S = z∂z − ℓ, S+ = −z2∂z + 2ℓz (3.14)

Â îáùåì ñëó÷àå ýòî ïðåäñòàâëåíèå íåïðèâîäèìî è áåñêîíå÷íîìåðíî. Åñëè 2ℓ+1 ∈ Z+,
îíî ñòàíîâèòñÿ ïðèâîäèìûì, è èç íåãî âûäåëÿåòñÿ (2ℓ + 1)-ìåðíîå íåïðèâîäèìîå
ïðåäñòàâëåíèå ñïèíà ℓ (öåëîãî èëè ïîëóöåëîãî). Â ÷àñòíîñòè, ïðè ℓ = 1

2
èìååì ïðåä-

ñòàâëåíèå S = σz, S± = σ±.

53



3.3 XXZ-ìîäåëü è q-äåôîðìàöèÿ àëãåáðû sl2.

Ïî àíàëîãèè ñ ðàöèîíàëüíûì ñëó÷àåì áîëåå îáùèé L-îïåðàòîð, êîòîðûé ñïëåòàåòñÿ
òðèãîíîìåòðè÷åñêîé R-ìàòðèöåé, ìîæíî èñêàòü â âèäå

L(u) =


sinh

(
u+ η

2
S
)

sinh η S−

sinh η S+ sinh
(
u− η

2
S
)
 (3.15)

Ïîäñòàíîâêà â RLL = LLR ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

[S, S±] = ±2S±, [S+, S−] =
sinh(ηS)

sinh η

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ çàäàþò q-äåôîðìàöèþ Uq(sl2) àëãåáðû U(sl2). Ïîëîæèì q = eη è
ââåäåì ãåíåðàòîðû

A = qS/2, D = q−S/2, B = S+, C = S−

òîãäà ñîîòíîøåíèÿ çàïèøóòñÿ â âèäå

AB = qBA, BD = qDB, DC = qCD, CA = qAC, [B, C] =
A2 − D2

q − q−1

Ýëåìåíò Êàçèìèðà:

Ω =
q−1A2 + qD2 − 2

(q − q−1)2
+ BC =

sinh2 η
2
(S− 1)

sinh2 η
+ S+S− (3.16)

Ïðè q â îáùåì ïîëîæåíèè (íå ðàâíîì êîðíþ èç 1) ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Uq(sl2)
ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè äåôîðìàöèÿìè ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû U(sl2). Èõ ìîæíî ðåàëè-
çîâàòü ðàçíîñòíûìè îïåðàòîðàìè â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé îò ïåðåìåííîé z. Ââåäåì
îïåðàòîðû ñäâèãà T±f(z) = f(q±z). Òîãäà

A = q−ℓT+, D = qℓT−

B =
z

q−1 − q

(
q−2ℓT+ − q2ℓT−

)

C =
z−1

q−1 − q

(
T− − T+

)
(3.17)

Ïðè ℓ = 1
2
èìååì äâóìåðíîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå S = σz, S± = σ±.

3.4 Ýëëèïòè÷åñêàÿ R-ìàòðèöà è àëãåáðà Ñêëÿíèíà

Ñàìîå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà âûðàæàåòñÿ â ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíê-
öèÿõ (èëè θ-ôóíêöèÿõ ßêîáè). Ñîîòâåòñòâóþùèå R-ìàòðèöû ïàðàìåòðèçóþò áîëüö-
ìàíîâñêèå âåñà 8-âåðøèííîé ìîäåëè, à ïîñòðîåííàÿ èç íèõ òðàíñôåð-ìàòðèöà ñîäåð-
æèò ãàìèëüòîíèàí XY Z öåïî÷êè.
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Â ýòîì ðàçäåëå íàì óäîáíî áóäåò îáîçíà÷èòü ìàòðèöû Ïàóëè σx, σy, σz êàê σ1,
σ2, σ3 (íàïîìíèì, ÷òî σ0 = 1).

Ýëëèïòè÷åñêàÿ R-ìàòðèöà èìååò âèä

R(u) =
3∑

a=0

Wa(u+ η)σa ⊗ σa , Wa(u) =
θa+1(u|τ)
θa+1(η|τ)

(3.18)

ãäå θa(u|τ) � òåòà-ôóíêöèè ßêîáè (èíäåêñ a ïîíèìàåòñÿ ïî ìîäóëþ 4). Ýëëèïòè÷å-
ñêèé L-îïåðàòîð, ñïëåòàåìûé ýòîé R-ìàòðèöåé, áóäåì èñêàòü â âèäå

L(u) =
3∑

a=0

Wa(u) σa ⊗ Sa =

 W0(u)S0 +W3(u)S3 W1(u)S1 − iW2(u)S2

W1(u)S1 + iW2(u)S2 W0(u)S0 −W3(u)S3

 (3.19)

ãäå S0, S1, S2, S3 � íåèçâåñòíûå ïîêà îïåðàòîðû. Ïîäñòàíîâêà â RLL = LLR ïðèâîäèò
ê ñëåäóþùèì øåñòè êâàäðàòè÷íûì ñîîòíîøåíèÿì äëÿ íèõ:

[S0, Sα]− = iJβγ[Sβ, Sγ]+, [Sα, Sβ]− = i[S0, Sγ]+ (3.20)

Çäåñü è äàëåå [ , ]∓ � ñîîòâåòñòâåííî êîììóòàòîð è àíòèêîììóòàòîð, à {α, β, γ} îçíà-
÷àåò ëþáóþ öèêëè÷åñêóþ ïåðåñòàíîâêó èíäåêñîâ {1, 2, 3}. Àëãåáðà, ïîðîæäàåìàÿ îá-
ðàçóþùèìè è ñîîòíîøåíèÿìè (3.20) íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Ñêëÿíèíà. Ñòðóêòóðíûå
êîíñòàíòû èìåþò âèä

Jαβ = (−1)α−β−1

(
θ1(η|τ) θγ+1(η|τ)
θα+1(η|τ)θβ+1(η|τ)

)2

èëè

Jαβ =
Jβ − Jα

Jγ
, Jα =

θα+1(0)θα+1(2η)

θ2α+1(η)

Â àëãåáðå Ñêëÿíèíà åñòü 2 íåçàâèñèìûõ öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòà (ýëåìåíòû Êàçèìè-
ðà):

Ω1 = S2
0 + S2

1 + S2
2 + S2

3, Ω2 = J1S
2
1 + J2S

2
2 + J3S

2
3

Ïåðåîïðåäåëèì ãåíåðàòîðû ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé

Sa = iδa,2θa+1(η|τ)Sa

òîãäà ìîæíî çàïèñàòü ñîîòíîøåíèÿ àëãåáðû Ñêëÿíèíà â âèäå

(−1)α+1Iα0SαS0 = IβγSβSγ − IγβSγSβ

(−1)α+1Iα0S0Sα = IγβSβSγ − IβγSγSβ

ãäå Iab = θa+1(0|τ)θb+1(2η|τ).
Åñëè η ̸= r1 + r2τ ñ ðàöèîíàëüíûìè r1, r2, ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Ñêëÿíèíà

ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè äåôîðìàöèÿìè ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû U(gl2). Èõ ìîæíî ðåà-
ëèçîâàòü ðàçíîñòíûìè îïåðàòîðàìè â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé îò ïåðåìåííîé z:

Sa =
θa+1(2z − 2ℓη|τ)

θ1(2z|τ)
eη∂z − θa+1(−2z − 2ℓη|τ)

θ1(2z|τ)
e−η∂z (3.21)
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Ïàðàìåòð ℓ ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ñïèíà ïðåäñòàâëåíèÿ. Åñëè ℓ ∈ 1
2
Z+, ýòè îïåðàòî-

ðû èìåþò êîíå÷íîìåðíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Θ+
4ℓ ÷åòíûõ òåòà-ôóíêöèé

ïîðÿäêà 4ℓ, ò.å. ïðîñòðàíñòâî öåëûõ ôóíêöèé F (z) òàêèõ, ÷òî F (−z) = F (z) è

F (z + 1) = F (z), F (z + τ) = e−4ℓπiτ−8ℓπizF (z)

Ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî èìååò ðàçìåðíîñòü 2ℓ + 1. Â íåì ðåàëèçóåòñÿ íåïðèâîäèìîå
ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ñêëÿíèíà. Öåíòðàëüíûå ýëåìåíòû èìåþò íà íåì ñëåäóþùèå
çíà÷åíèÿ:

Ω1 = 4θ21((2ℓ+ 1)η|τ), Ω2 = 4θ1(2ℓη|τ) θ1(2(ℓ+ 1)η|τ)
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