
Àëãåáðà, ëèñòîê 4 (êðàéíèé ñðîê ñäà÷è � 8 äåêàáðÿ)

Â ýòîì ëèñòêå âñå êîëüöà ïðåäïîëàãàþòñÿ ñ àññîöèàòèâíûì óìíîæåíèåì è åäèíèöåé. Êîì-

ìóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ ïî óìîë÷àíèþ íå ïðåäïîëàãàåòñÿ.

1. a) Äîêàæèòå â ïðîèçâîëüíîì êîëüöå òîæäåñòâà a · 0 = 0 , (−a) · b = −ab , (−1) · a = −a .
b) Äîêàæèòå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãîìîìîðôèçìà êîëåö ϕ ðàâåíñòâà ϕ(−a) = −ϕ(a), ϕ(0) = 0 .

2. a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ýëåìåíò x íèëüïîòåíòåí, òî 1+x îáðàòèì. b) Äîêàæèòå, ÷òî êîíå÷íîå
êîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

3. Îïèøèòå âñå êîëüöà èç íå áîëåå ÷åì ïÿòè ýëåìåíòîâ.

4. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà R íå ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå,
à íà R \ {0} � ðàçëàãàåòñÿ. Åñòü ëè â ýòèõ êîëüöàõ äåëèòåëè íóëÿ?

5. Ïóñòü ax + by = 1 â íåêîòîðîì êîììóòàòèâíîì êîëüöå A . Âåðíû ëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
m ∈ A èìïëèêàöèè a) a|mb⇒ a|m , b) a|m, b|m⇒ ab|m?

6. Ìîæåò ëè íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí f ∈ Z[x] ñòåïåíè âûøå 1 èìåòü a) ðàöèîíàëüíûå êîðíè?
b) êðàòíûå êîìïëåêñíûå êîðíè?

7. Ïóñòü R � îáëàñòü öåëîñòíîñòè, è g ∈ R[x] . Ïîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò êîììóòàòèâíîå êîëüöî
R′ ⊃ R , òàêîå ÷òî â R′[x] ⊃ R[x] ìíîãî÷ëåí g ðàçëàãàåòñÿ íà ìíîæèòåëè ñòåïåíè íå âûøå 1.

8. Îïèøèòå âñå èäåàëû â êîëüöå ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ K[[x]] äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ K .

9. Ïóñòü ìíîãî÷ëåíû f1, f2, . . . , fs ∈ Q[x] âçàèìíî ïðîñòû, è F = f1f2 . . . fs . ïîñòðîéòå èçîìîð-
ôèçì êîëåö Q[x]/(F ) '

∏
i Q[x]/(fi) . Ïîêàæèòå, ÷òî âçàèìíàÿ ïðîñòîòà ñóùåñòâåííà.

10. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ èäåàëîâ a è b â êîììóòàòèâíîì êîëüöå A îïðåäåëèì ñóììó, ïðîèçâåäåíèå
è ðàäèêàë êàê

a+ b = {a+ b | a ∈ a, b ∈ b},

ab = {
∑

i
aibi | ai ∈ a, bi ∈ b},

√
a = {a ∈ A | ∃n ∈ N : an ∈ a}.

a) Âñå ëè îíè ÿâëÿþòñÿ èäåàëàìè? À åñëè îïðåäåëèòü ïðîèçâåäåíèå êàê ab = {ab | a ∈ a, b ∈
b}? Âåðíî ëè, ÷òî b) ab = a ∩ b? c) a + b = A ⇒ ab = a ∩ b? d)

√
ab =

√
a ∩ b =

√
a
√
b?

e) ab =
√
ab ïðè

√
a = a è

√
b = b?

Íàïîìíèì, ÷òî èäåàë I ( R íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì èëè, ñîîòâåòñòâåííî, ìàêñèìàëüíûì, åñ-
ëè R/I íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ èëè, ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Ýëåìåíò a îáëàñòè
öåëîñòíîñòè R íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè èäåàë (a) ∈ R ïðîñò, è íåïðèâîäèìûì, åñëè íå
ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå íåîáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ.

11. a) Äîêàæèòå, ÷òî ñîáñòâåííûé èäåàë ìàêñèìàëåí, åñëè è òîëüêî åñëè íå ñîäåðæèòñÿ íè â
êàêîì ñòðîãî áîëüøåì ñîáñòâåííîì èäåàëå (â ÷àñòíîñòè, â ïîëå íåò íåòðèâèàëüíûõ èäåà-
ëîâ). b) Ñëåäóåò ëè ïðîñòîòà èäåàëà èç åãî ìàêñèìàëüíîñòè? b') À íàîáîðîò? c) Ñëåäóåò ëè
ïðîñòîòà ýëåìåíòà îáëàñòè öåëîñòíîñòè èç åãî íåïðèâîäèìîñòè? c') À íàîáîðîò? d) Òå æå
âîïðîñû â ñëó÷àå êîëüöà ãëàâíûõ èäåàëîâ.

12. a) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòîé èäåàë ñîäåðæèò ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî íàáîðà èäåàëîâ òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí èç íèõ. b) Äîêàæèòå, ÷òî èäåàë ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè
êîíå÷íîãî íàáîðà ïðîñòûõ èäåàëîâ òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç íèõ.

13. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå âñåõ ïðîñòûõ èäåàëîâ êîììóòàòèâíîãî êîëüöà ñîâïàäàåò ñ åãî
íèëüðàäèêàëîì

√
0 .

14.x Åñòü ëè ñðåäè ôàêòîðêîëåö êîëüöà Z[i] ïîëå õàðàêòåðèñòèêè a) 2, b) 3, è åñëè åñòü, òî
ñêîëüêî â íåì ìîæåò áûòü ýëåìåíòîâ? c) Ïðè êàêîì ïðîñòîì p ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ãîìî-
ìîðôèçì Z[i]→ Z/(p)?

15. Äîêàæèòå, ÷òî íàä ëþáûì ïîëåì ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ.


