
Àëãåáðà, ñåìèíàð 1�4 äåêàáðÿ: êâàäðàòû

1. Ðåøèòå â êîëüöå Z/360Z óðàâíåíèÿ a) x2 = 1 , b)x x3 = 1 , c)x x2 = 49 .
d)x Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò óðàâíåíèå x2 + 1 = 0 â Z/2kZ äëÿ êàæäîãî k ∈ N?

2. a) Äîêàæèòå, ÷òî â êîëüöå Fp ðîâíî p−1
2

ïîëíûõ êâàäðàòîâ.

b) Äîêàæèå, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà x
p−1
2 − 1 = 0 .

c) Äîêàæèòå, ÷òî a
p−1
2 = 1 , åñëè a � ïîëíûé êâàäðàò â Fp , è a

p−1
2 = −1 èíà÷å.

×èñëî a
p−1
2 íàçûâàåòñÿ ñèìâîëîì Ëåæàíäðà è îáîçíà÷àåòñÿ

(
a
p

)
.

3. a) Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p :

÷èñëî p íå ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ äâóõ öåëûõ ÷èñåë ⇔
÷èñëî p ïðîñòî â êîëüöå Z[i] ⇔
êîëüöî Fp[x]/(x2 + 1) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ⇔
÷èñëî p èìååò âèä 4k + 3 .

÷èñëî p ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ äâóõ öåëûõ ÷èñåë ⇔
÷èñëî p ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå qq̄ , ãäå q � ïðîñòîå ãàóññîâî ÷èñëî ⇔
êîëüöî Fp[x]/(x2 + 1) èçîìîðôíî Fp ⊕ Fp ⇔
÷èñëî p èìååò âèä 4k + 1 .
b)x Âûÿñíèòå, êàêèå ïðîñòûå ÷èñëà ïðåäñòàâèìû â ôîðìå x2 − xy + y2 äëÿ öåëûõ x è y ,
èñïîëüçóÿ âìåñòî ãàócñîâûõ ÷èñåë ÷èñëà Ýéçåíøòåéíà Z[ 3

√
1] .

4. a) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîëüöà R ìàòðèöû âèäà
(

x −y
y x

)
, x, y ∈ R , îáðàçóþò êîëüöî.

×òî ýòî çà êîëüöà ïðè K = Z,R è C?
b) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîëüöà R ìàòðèöû âèäà

(
x y
0 x

)
, x, y ∈ R , îáðàçóþò êîëüöî,

èçîìîðôíîå R[x]/(x2) .

c) Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöû âèäà
(

x −y
ȳ x̄

)
, x, y ∈ C , îáðàçóþò êîëüöî, â êîòîðîì êàæäûé

íåíóëåâîé ýëåìåíò îáðàòèì (òåëî êâàòåðíèîíîâ).
d) Ïðèäóìàéòå â êîëüöå âùåñòâåííûõ ìàòðèö ðàçìåðà 4 ïîäêîëüöî, èçîìîðôíîå òåëó êâà-
òåðíèîíîâ.


