
1 Ââîäíàÿ ëåêöèÿ

2 Êâàíòîâàíèå ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû

3 Êîíòèíóàëüíûé èíòåãðàë

4 Ãàóññîâû èíòåãðàëû è êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè

5 Äâóìåðíûå òåîðèè áîçîíîâ è ôåðìèîíîâ

6 Òåîðåìà Í¼òåð è êîíôîðìíûå òîæäåñòâà Óîðäà

7 Ïðèìåíåíèå òîæäåñòâ Óîðäà. Àëãåáðû èíòåãðàëîâ äâè-

æåíèÿ

8 Ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Âèðàñîðî

9 Ïåðåõîä ê îïåðàòîðíîìó ôîðìàëèçìó

9.1 Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà

Â ôîðìóëèðîâêå êâàíòîâîé ìåõàíèêè íà ÿçûêå ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà àìïëèòóäà
ïåðåõîäà èç íà÷àëüíîãî â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå ñ ôèêñèðîâàííûìè êîîðäèíàòàìè çàäà¼òñÿ
âûðàæåíèåì

K(qf , qi|T ) =

∫ q(T )=qf

q(0)=qi

Dq exp

(
i

~

∫ T

0

(
m

2
q̇2 − V (q))dt

)
(9.1)

Ñ ïîìîùüþ ýòîé àìïëèòóäû âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ â ìîìåíò âðåìåíè T çàïèñûâàåòñÿ êàê

ψ(qf , T ) =
∞∫
−∞

K(qf , qi|T )ψ(qi, 0)dqi

Ïåðåïèøåì åãî íåìíîãî â äðóãîé ôîðìå, ïðåäâàðèòåëüíî äèñêðåòèçèðîâàâ ïî î÷åâèä-
íîìó ïðàâèëó:

∫
dt 7→ ∆t

∑
, df
dt
7→ fi+1−fi

∆t

K(qf , qi|T ) =

∫
q0=qi,qN+1=qf

exp

(
i

~

N∑
i=0

(
m(qi − qi+1)2

2∆t
− V (qi)∆t)

)
dq1

A
....
dqN
A

(9.2)
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ãäå êîíñòàíòà A =
√

2πi~∆t
m

íàõîäèòñÿ, íàïðèìåð, èç ïðèíöèïà �ñâ¼ðòêà àìïëèòóä - òîæå

àìïëèòóäà�, ò.å.

K(qf , qi|T ) =

∫
K(qf , qN |∆t)K(qN , qN−1|∆t)...K(q1, qi|∆t)dq1...dqN (9.3)

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ýòà ôîðìóëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâ¼ðòêó ÿäåð èíòåãðàëüíûõ îïåðà-
òîðîâ!

Òåïåðü ðàçáåð¼ìñÿ ñ ÿäðîì îäíîãî îïåðàòîðà, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

1√
2πi~m

exp

(
im(qi − qi+1)2

2~∆t

)
=

[
e
i~∆t
2m

d2

dq2

]
(qi+1, qi) (9.4)

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ââåäåíî îáîçíà÷åíèå äëÿ ÿäðà îïåðàòîðà e
i~∆t
2m

d2

dq2 , âû÷èñëåííîãî â ïàðå
òî÷åê qi+1, qi.

Òåïåðü, ïîëüçóÿñü ìàëîñòüþ ∆t, îáúåäèíÿåì îáå ÷àñòè îïåðàòîðà

K(qi+1, qi|∆t) ≈ exp

(
−i∆t
~

(
− ~2

2m

d2

dq2
+ V (q)

))
(qi+1, qi) (9.5)

è ðàäîñòíî óçíàåì â ýêñïîíåíòå ãàìèëüòîíèàí ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëå V (q)

Ĥ = − ~2

2m

d2

dq2
+ V (q) (9.6)

Òàêèì îáðàçîì ìû ïðîäåëàëè �îáðàòíûé âûâîä� Äèðàêà-Ôåéíìàíà è âîññòàíîâèëè îïå-

ðàòîð ýâîëþöèè exp
(
− i

~(tf − ti)Ĥ
)
, ìàòðè÷íûé ýëåìåíò êîòîðîãî â êîîðäèíàòíîì ïðåä-

ñòàâëåíèè (9.1) çàäàåòñÿ êîíòèíóàëüíûì èíòåãðàëîì.

9.2 Ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð

Íàïîìíèì, ÷òî ïîëîæåíî äåëàòü ñ ýòèì ãàìèëüòîíèàíîì â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèë-
ëÿòîðà (äëÿ ïðîñòîòû âñå êîíñòàíòû, â òîì ÷èñëå, ÷àñòîòà îñöèëëÿòîðà, ïîëîæåíû åäè-
íè÷íûìè):

Ĥ = −1

2

d2

dq2
+

1

2
q2 = â†â+

1

2
(9.7)

ãäå îïåðàòîðû óíè÷òîæåíèÿ â = 1√
2

(
d
dq

+ q
)
è ðîæäåíèÿ â† = 1√

2

(
− d
dq

+ q
)
óäîâëåòâîðÿþò

ñîîòíîøåíèþ Ãåéçåíáåðãà-Ôîêà [â, â†] = 1.

Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé íàøåé ñèñòåìû - ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà - óñòðîåíî ñòàí-
äàðòíûì îáðàçîì: âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ âψ0(q) = 0 â êîîðäèíàòíîì
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ïðåäñòàâëåíèè ψ0(q) = e−
q2

2 , à âîëíîâûå ôóíêöèè âñåõ îñòàëüíûõ ñîñòîÿíèé ψn(q) '
(â†)nψ0(q) ñòðîÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì äåéñòâèåì îïåðàòîðà ðîæäåíèÿ. Óðîâíè ýíåðãèè
ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà En = n + 1

2
, n ≥ 0. Ýòî âàæíûé ïðèìåð, ïîòîìó ÷òî âñå

íåâçàèìîäåéñòâóþùèå òåîðèè ïîëÿ ñâîäÿòñÿ ê ñóììå îñöèëëÿòîðîâ è èõ ôåðìèîííûõ âåð-
ñèé.

9.3 Õðîíîëîãè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàñ òåïåðü èíòåðåñóåò íå àìïëèòóäà ïåðåõîäà èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â
äðóãîå, à, íàïðèìåð, ñðåäíåå îò íåêîòîðûõ îïåðàòîðîâ, íàïðèìåð çíà÷åíèé êîîðäèíàò q̂(t)
â êàêèå-òî çàäàííûå ìîìåíòû âðåìåíè, ïðè áåñêîíå÷íîì âðåìåíè ýâîëþöèè (ti → −∞,
tf → +∞)

〈q(t1)q(t2)〉 =
〈0|K̂(∞− t1)q̂K̂(t1 − t2)q̂K̂(t2 − (−∞))|0〉

〈0|K̂(∞− (−∞))|0〉
(9.8)

Â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò ïî-äðóãîìó çàïèñàííûé ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë (ýòî íóæíî
íåìíîãî îáäóìàòü)! Åñëè òåïåðü ââåñòè îïåðàòîðû â êàðòèíå Ãåéçåíáåðãà

q̂(t) = K̂(−t)q̂K̂(t) (9.9)

òî íàøå âûðàæåíèå ìîæíî çàïèñàòü êàê

〈q(t1)q(t2)〉 = 〈0|q̂(t1)q̂(t2)|0〉, t1 > t2 (9.10)

Ïðè ýòîì âàæíî, ÷òî t1 > t2, â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå íóæíî áûëî áû q̂(ti) ðàññòàâèòü
â äðóãîì ïîðÿäêå. Ò.å., ìû ïðèõîäèì ê ôîðìóëå

〈q(t1)q(t2)〉 = 〈0|T q̂(t1)q̂(t2)|0〉 (9.11)

ñâÿçûâàþùåé êîððåëÿòîðû, âû÷èñëåííûå äâóìÿ ñïîñîáàìè. Çäåñü ïî îïðåäåëåíèþ

T q̂(t1)q̂(t2) =

{
t1 > t2 : q̂(t1)q̂(t2)

t1 < t2 : q̂(t2)q̂(t1)
(9.12)

Ïîñìîòðèì òåïåðü, êàê áóäóò âûãëÿäåòü òèïè÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ â òåîðèè
ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Ïîñêîëüêó q̂ = 1√

2
(â+ â†), çíà÷èò

q̂(t) =
1√
2

(
e−itâ+ eitâ†

)
(9.13)

Çàìåòèì, ÷òî â �åâêëèäîâîì âðåìåíè� îïåðàòîð ýâîëþöèè áóäåò èìåòü âèä e−Ĥt, ïîòîìó

q̂(t) =
1√
2

(
e−tâ+ etâ†

)
(9.14)

Îáðàòèì âíèìàíèå è íà òî, ÷òî ìíîæèòåëè ïåðåä îïåðàòîðàìè ðåøàþò óðàâíåíèÿ äâèæå-
íèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðèè (− d2

dt2
+ 1)q(t) = 0, ñëåäóþùèå èç ãàìèëüòîíîâûõ óðàâíåíèé äëÿ

êëàññè÷åñêîãî ïðåäåëà ãàìèëüòîíèàíà (9.7).
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9.4 Ãàìèëüòîíèàí òåîðèè ñâîáîäíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

Òåïåðü ìîæíî ïåðåéòè ê òåîðèè áåçìàññîâûõ áîçîíîâ íà öèëèíäðå ñ êâàäðàòè÷íûì äåé-
ñòâèåì

S =
1

2πα′

L∫
0

dx

∞∫
−∞

dt
(
(∂tφ(x, t))2 + (∂xφ(x, t))2

)
(9.15)

Íàñ ñíîâà áóäåò èíòåðåñîâàòü àìïëèòóäà ïåðåõîäà çà áåñêîíå÷íî ìàëîå âðåìÿ, ïîòîìó áû-
ëî áû ëîãè÷íî äèñêðåòèçèðîâàòü äåéñòâèå: òîãäà îíî ñòàíåò î÷åíü ïîõîæèì íà êâàíòîâóþ
ìåõàíèêó, ïðîñòî ñ î÷åíü áîëüøèì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû. Íàïèøåì äèñêðåòèçîâàííûé
âàðèàíò äåéñòâèÿ

S =
1

2πα′

∑
i,j

(
∆x

∆t
(φi,j − φi+1,j)

2 +
∆t

∆x
(φi,j − φi,j+1)2

)
(9.16)

è àìïëèòóäû ïåðåõîäà - àíàëîãà (9.5)

K(φi+1, φi|∆t) = exp

(
− 1

2πα′

∑
j

∆x

∆t
(φi,j − φi+1,j)

2 +
∆t

∆x
(φi,j − φi,j+1)2

)
(9.17)

Çàìåòèì, ÷òî òåïåðü ýòîò îïåðàòîð ýâîëþöèè çàâèñèò îò äâóõ îãðîìíûõ íàáîðîâ ïåðå-
ìåííûõ: êàæäûé èç φi, φi+1 çàâèñèò åù¼ îò �ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé� j. Ïîòîìó â
íåïðåðûâíîì ïðåäåëå âîëíîâûå ôóíêöèè ñòàíóò ôóíêöèîíàëàìè îò φ(x) ïðè ôèêñèðî-

âàííîì t.

Âîñïîëüçóåìñÿ îïÿòü çíàíèåì î ÿäðå îïåðàòîðà òåïëîïðîâîäíîñòè (9.4) 1

exp

(
− 1

2πα′

∑
j

∆x

∆t
(φj − φ̃j)2

)
= exp

(
2πα′

∆t

∆x

∑
j

d2

dφ2
j

)
(φi, φ̃i) (9.18)

è îáúåäèíèì äâå ýêñïîíåíòû, êàê è â ñëó÷àå êâàíòîâîé ìåõàíèêè (9.5)

K(φi, φ̃i|∆t) ≈ exp

(
−∆t

(
− πα′

2∆x

∑
j

d2

dφ2
j

+
1

2πα′∆x

∑
j

(φj − φj+1)2

))
(9.19)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåéòè â ýòîì âûðàæåíèè ê íåïðåðûâíîìó ïðåäåëó, íóæíî çàìåíèòü
1

∆x
d
dφj
7→ δ

δφ(x)
� íà âàðèàöèîííóþ ïðîèçâîäíóþ, φj+1 − φj 7→ ∆x · ∂xφ(x),

∑
j 7→

1
∆x

∫
dx.

1Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåäåë ïîëó÷èëñÿ õîðîøèì è î÷åâèäíûì, íóæíî ñòðåìèòü ∆x è ∆t ê íóëþ òàê, ÷òîáû

èõ îòíîøåíèå òîæå ñòðåìèëîñü ê íóëþ, íî ýòî - òîíêîñòè.
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Ïðè ýòîì âîçíèêàþò î÷åâèäíûå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ [ δ
δφ(x)

, φ(y)] = δ(x − y), à
íåïðåðûâíûé ãàìèëüòîíèàí îêàçûâàåòñÿ ðàâåí

Ĥ =

L∫
0

(
−πα

′

2

δ2

δφ(x)2
+

1

2πα′
(∂xφ(x))2

)
dx (9.20)

è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí, êàê ìû óâèäèì, â âèäå ãàìèëüòîíèàíà áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû
ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ.

9.5 Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé

Òåïåðü íàøåé çàäà÷åé áóäåò ðàñïðàâèòüñÿ ñ ãàìèëüòîíèàíîì (9.20) òàê æå, êàê ìû ðàñ-
ïðàâèëèñü ñ îñöèëëÿòîðîì. Çäåñü äëÿ ýòîãî ïîëåçíî ñäåëàòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå:

φ(x) =
1√
L

∑
n

exp

(
2πinx

L

)
φn,

δ

δφ(x)
=

1√
L

∑
n

exp

(
−2πinx

L

)
∂

∂φn
(9.21)

Òàêîé âûáîð êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî

∑
n

exp

(
2πinx

L

)
= Lδ(x),

L∫
0

dx exp

(
2πinx

L

)
= Lδn,0 (9.22)

Ïîäñòàâèâ ýòè ðàçëîæåíèÿ â ãàìèëüòîíèàí (9.20) ïîëó÷èì

Ĥ =
∑
n

(
−πα

′

2

∂2

∂φn∂φ−n
+

1

2πα′
4π2n2

L2
φnφ−n

)
=

= πα′
∑
n>0

(
− ∂2

∂φn∂φ−n
+

(
2n

α′L

)2

φnφ−n

)
− πα′

2

∂2

∂φ2
0

(9.23)

Ïîëüçóÿñü îïûòîì ñ ãàðìîíè÷åñêèì îñöèëëÿòîðîì, ïîäáåðåì è çäåñü ïîäõîäÿùèå îïåðà-
òîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ

ân = −i
√
α′L

4

(
∂

∂φn
+

2n

α′L
φ−n

)
, ˆ̄an = −i

√
α′L

4

(
∂

∂φ−n
+

2n

α′L
φn

)
(9.24)

Ýòè îïåðàòîðû óäîâëåòâîðÿþò êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì[
âk, ˆ̄am

]
= 0

[âk, âm] = kδk+m,0,
[
ˆ̄ak, ˆ̄am

]
= kδk+m,0

(9.25)
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ò.å. ïî÷òè êàê â ñëó÷àå îñöèëëÿòîðà, åñëè îïðåäåëèòü â†n = â−n, è òàê æå äëÿ îïåðàòî-
ðîâ ñ ÷åðòîé (çäåñü ÷åðòà íå ñîîòâåòñòâóåò êîìïëåêñíîìó ñîïðÿæåíèþ). Ýòè îïåðàòîðû
îòâå÷àþò ðîæäåíèþ è óíè÷òîæåíèþ ãàðìîíèê âîëí, áåãóùèõ âëåâî è âïðàâî.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ

â−nân =
α′L

4

(
− ∂2

∂φ−n∂φn
+

(
2n

α′L

)2

φ−nφn +
2n

α′L
φn

∂

∂φn
− 2n

α′L

∂

∂φ−n
φ−n

)
(9.26)

è

ˆ̄a−nˆ̄an =
α′L

4

(
− ∂2

∂φ−n∂φn
+

(
2n

α′L

)2

φ−nφn −
2n

α′L

∂

∂φn
φn +

2n

α′L
φ−n

∂

∂φ−n

)
(9.27)

çàïèøåì ãàìèëüòîíèàí â âèäå

Ĥ =
2π

L

∑
n>0

(
â−nân + ˆ̄a−nˆ̄an + 1

)
+

2π

L
â2

0 (9.28)

Ïîìèìî íóëåâîé ìîäû â0 ∼ ∂
∂φ0

, êîòîðàÿ êîììóòèðóåò ñî âñåìè äðóãèìè îñöèëëÿòîðíûìè
îïåðàòîðàìè, óäîáíî ââåñòè íóëåâûå �ãåíåðàòîðû Âèðàñîðî�

L̂0 =
1

2
â2

0 +
∑
n>0

â−nân,
ˆ̄L0 =

1

2
ˆ̄a

2
0 +

∑
n>0

ˆ̄a−nˆ̄an (9.29)

êîòîðûå îòâå÷àþò îòäåëüíî ëåâûì è ïðàâûì ìîäàì è, î÷åâèäíî, êîììóòèðóþò ìåæäó
ñîáîé.

Êàê è ðàíüøå, ïîòðåáóåì, ÷òîáû âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ óáèâàëàñü
îïåðàòîðàìè óíè÷òîæåíèÿ (çàîäíî è ïîéì¼ì, êòî èç íèõ - óíè÷òîæåíèÿ). Åñëè ðåøåíèåì
óðàâíåíèé ân>0Ψ[φ] = 0, ˆ̄an>0Ψ[φ] = 0, â0Ψ[φ] = 0 áóäåò íîðìèðîâàííàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ,
çíà÷èò ìû óãàäàëè. Ðåçóëüòàò

Ψ[φ] = exp

(
−
∑
n>0

2n

α′L
φ−nφn

)
= exp

(
− 2

α′L

∑
n>0

n|φn|2
)

(9.30)

õîðîøî óáûâàåò íà áåñêîíå÷íîñòè, çíà÷èò âñ¼ ïðàâèëüíî. Ýòà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèåé îò áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ôóðüå-êîìïîíåíò ïîëÿ â çàäàííûé ìîìåíò âðåìå-
íè. Òàê è äîëæíî áûòü: ìû âåäü óæå ïîíÿëè, ÷òî òåïåðü âîëíîâûå ôóíêöèè áóäóò íå
ôóíêöèÿìè, à ôóíêöèîíàëàìè.

Òàêèì îáðàçîì îïåðàòîðàìè ðîæäåíèÿ áóäóò â−n è ˆ̄a−n ïðè n > 0. Âû÷èñëèì, íà ñêîëü-
êî èçìåíÿåò ýíåðãèþ (òî÷íåå, ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå L̂0) ïðèìåíåíèå â−n. Ïóñòü L̂0|∆〉 >=
∆|∆〉, òîãäà

L̂0(â−n|∆〉) = [L̂0, â−n]|∆〉+ â−nL̂0|∆〉 = [â−nân, â−n]|∆〉+ â−nL̂0|∆〉 = (∆+n) â−n|∆〉 (9.31)
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ò.å. äåéñòâèå â−n óâåëè÷èâàåò ýíåðãèþ íà n åäèíèö 2.

Êðîìå âñåãî ïðî÷åãî, íóæíî ïîìíèòü î çàâèñèìîñòè îò íóëåâîé ìîäû φ0, êîòîðàÿ âõî-
äèò â ãàìèëüòîíèàí êàê ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà, êàê êâàäðàò âòîðîé ïðîèçâîäíîé. Ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî êàæäîå ñîñòîÿíèå áóäåò çàäàâàòüñÿ åù¼ è èìïóëüñîì ïî ýòîé êîîðäèíàòå (â òåîðèè
ñòðóí ýòî áóäåò èìïóëüñ öåíòðà ìàññ ñòðóíû), ò.å.

|∅; ∅; p〉 = exp

(
− 2

α′L

∑
n>0

n|φn|2 + i

√
4

α′L
· pφ0

)
(9.32)

Ïðîèçâîëüíîå ñîñòîÿíèå çàïèñûâàåòñÿ êàê

|n1, ..., nk;m1, ...,ml; p〉 = â−n1 ...â−nk ˆ̄a−m1 ...ˆ̄a−ml |∅; ∅; p〉 = |Yn;Ym; p〉 (9.33)

ãäå îïåðàòîðû â−n ìîæíî óïîðÿäî÷èòü: n1 > ... > nk, m1 > ... > ml, à çíà÷èò âñå ñîñòîÿíèÿ
ñ çàäàííîé ýíåðãèåé è �èìïóëüñîì� îïèñûâàþòñÿ ïàðîé äèàãðàìì Þíãà 3.

9.6 Âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðîâ â êàðòèíå Ãåéçåíáåðãà

Èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ â è ˆ̄a ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî

φ̂n =
−i
√
α′L

2n
(â−n − ˆ̄an)

φ̂(x) = −i
√
α′

2

∑
n6=0

â−n − ˆ̄an
n

exp

(
2πinx

L

)
+

φ̂0√
L

(9.34)

Ñîïðÿãàÿ îïåðàòîðîì ýâîëþöèè etĤ âne
−tĤ = e−

2πnt
L ân, ïîëó÷èì

φ̂(x, t) = −i
√
α′

2

∑
n6=0

(
â−n
n

exp

(
2πin(x− it))

L

)
+
i
√
α′

2

ˆ̄an
n

exp

(
2πin(x+ it))

L

))
+

+
φ̂0√
L
− 2iπ

√
α′

L
â0t

(9.35)

Ââåä¼ì óäîáíîå îáîçíà÷åíèå z = exp
(

2π(t+ix)
L

)
, êîòîðîå îòâå÷àåò êîíôîðìíîìó îòîáðàæå-

íèþ èç öèëèíäðà â ñôåðó áåç ïàðû òî÷åê z = 0,∞, òîãäà

φ̂(z, z̄) =
i
√
α′

2

∑
n6=0

ân
zn

+
i
√
α′

2

∑
n6=0

ˆ̄an
z̄n
− i
√
α′

2
(â0 log z + ˆ̄a0 log z̄) +

2√
α′
X̂ (9.36)

2Äðóãèìè ñëîâàìè ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñâîáîäíîå ñêàëÿðíîå ïîëå ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå îñöèëëÿòîðîâ,

íóìåðóþùèìèñÿ íàòóðàëüíûìè n > 0 ñ ÷àñòîòàìè ωn = n.
3Â äàííîì ñëó÷àå ýòè îïåðàòîðû êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé, ïîòîìó èõ óïîðÿäî÷åíèå òðèâèàëüíî.
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ãäå ìû òàêæå ââåëè ââåñòè ïåðåìåííóþ X̂, ñîïðÿæ¼ííóþ ê â0, ò.å.
φ0√
L

= 2√
α′X.

Ýòî âûðàæåíèå ïî÷òè ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ãîëîìîðôíóþ è àíòèãîëîìîðôíóþ ÷àñòè,
÷òî îæèäàåìî, èñõîäÿ èç èçâåñòíîãî âèäà êîððåëÿòîðîâ. Êðîìå òîãî, åñëè âçÿòü îò íåãî
ïðîèçâîäíóþ, ïîëó÷èòñÿ ÷åñòíûé ãîëîìîðôíûé îïåðàòîð òîêà

Ĵ(z) = i∂φ(z, z̄) =
∑
n

ân
zn+1

(9.37)

Íàêîíåö, ïàðó ñëîâ íóæíî ñêàçàòü î õðîíîëîãè÷åñêîì óïîðÿäî÷åíèè. Ïîñêîëüêó áûëà
ñäåëàíà ýêñïîíåíöèàëüíàÿ çàìåíà, òî òåïåðü ðîëü �âðåìåíè� áóäåò èãðàòü ðàäèóñ, à êî-
îðäèíàòû - óãîë. Ñîîòâåòñòâåííî, õðîíîëîãè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèÿ t > t′ ïðåâðàòèòñÿ â
ðàäèàëüíîå |z| > |z′|.
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