
1 Ââîäíàÿ ëåêöèÿ

2 Êâàíòîâàíèå ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû

3 Êîíòèíóàëüíûé èíòåãðàë

4 Ãàóññîâû èíòåãðàëû è êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè

5 Äâóìåðíûå òåîðèè áîçîíîâ è ôåðìèîíîâ

6 Òåîðåìà Í¼òåð è êîíôîðìíûå òîæäåñòâà Óîðäà

6.1 Ñèììåòðèè òåîðèé

Èíîãäà ñëó÷àåòñÿ òàê, ÷òî ó ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ òåîðèè áûâàþò íåêîòîðûå ñèììåòðèè.
Ýòî áóêâàëüíî çíà÷èò, ÷òî ëþáóþ êîíôèãóðàöèþ ïîëÿ φ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â äðóãóþ
êîíôèãóðàöèþ φ′ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

S[φ] = S[φ′] (6.1)

Â ïåðâóþ î÷åðåäü íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ó êîòîðûõ èìååòñÿ áåñ-
êîíå÷íî ìàëàÿ âåðñèÿ:

φ′ = φ+ εĜφ (6.2)

ãäå Ĝ � íåêîòîðûé îïåðàòîð, ñîâñåì íå îáÿçàòåëüíî ëèíåéíûé.

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà äåéñòâèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ íåòðèâèàëüíûì ñàìîäåéñòâèåì
â D èçìåðåíèÿõ

S[φ(x)] =

∫
dDx

(
1

2
∂µφ∂

νφ− V (φ)

)
(6.3)

Ñïèñîê åãî ñèììåòðèé

• Òðàíñëÿöèÿ φ(xµ) 7→ φ(xµ + εµ), åãî áåñêîíå÷íî ìàëàÿ âåðñèÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòî
ðàçëîæåíèåì â ðÿä φ(x) 7→ φ(x) + εµ∂νφ(x), ò.å., ãåíåðàòîð áåñêîíå÷íî ìàëîãî �
Ĝφ(x) = εν∂νφ(x)

• Âðàùåíèå φ(xµ) 7→ φ(Oµ
νx

ν), ãäå OTO = 1. Áåñêîíå÷íî ìàëàÿ âåðñèÿ ïîëó÷èòñÿ åñëè
ñäåëàòü O = 1 + o, ãäå oT = −o: Ĝoφ = oµν(x

ν∂µ)φ. Ïîëüçóÿñü àíòèñèììåòðè÷íîñòüþ

oµν àíòèñèììåòðèçóåì ýòî âûðàæåíèå Ĝµνφ = (xν∂µ − xµ∂ν)φ
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• Åñëè âûêëþ÷èòü ñàìîäåéñòâèå ïîëÿ, ïîëîæèâ V = 0, ïîëó÷èì äîïîëíèòåëüíóþ ñèì-
ìåòðèþ φ(x) 7→ φ(x) + ε.

6.2 Òåîðåìà Í¼òåð

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñàìóþ îáùóþ ñèòóàöèþ. Ïóñêàé åñòü íåêîòîðîå áåñêîíå÷íî ìàëîå ïðå-
îáðàçîâàíèå φ(x) 7→ φ(x) + εĜφ(x). Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü âñå âîçìîæíûå âåëè÷èíû ñ
òî÷íîñòüþ äî O(ε2), íå óêàçûâàÿ ýòîãî ÿâíî. Ïîòîìó ëó÷øå ïðîñòî ñ÷èòàòü, ÷òî ε2 = 0.
Ïî ïîñòðîåíèþ

∀φ : S[φ+ εĜφ] = S[φ] (6.4)

ò.ê. ýòî ñèììåòðèÿ äåéñòâèÿ. Äàâàéòå òåïåðü ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå φ 7→ φ+ ε(x)Ĝφ,
êîòîðîå áîëüøå íå áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñèììåòðèåé è ïîïðîáóåì íàïèñàòü èçìåíåíèå äåéñòâèÿ
â ïåðâîì ïîðÿäêå. Èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî äåéñòâèå çàâèñèò òîëüêî îò φ è êîíå÷íîãî êî-
ëè÷åñòâà åãî ïðîèçâîäíûõ, ñëåäóåò, ÷òî

S[φ+ ε(x)Ĝφ] = S[φ]−
∫
dDxε(x)A[φ](x) (6.5)

Òåïåðü ïðîàíàëèçèðóåì åãî ïðèðàùåíèå. Èç ôîðìóëû (6.4) ñëåäóåò, ÷òî ∀φ
∫
dDxA[φ](x) =

0. Áåç ñòðîãîãî äîêàçàòåëüñòâà ïðèìåì, ÷òî èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî A[φ](x) = ∂µj
µ(x). Òàêèì

îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî

∀φ(x),∀ε(x) : S[φ+ ε(x)Ĝφ] = S[φ] +

∫
dDx∂νε(x)jν(x) (6.6)

Ýòà ôîðìóëà, èëè å¼ ðîäñòâåííèêè, íàì åù¼ ïðèãîäÿòñÿ â äàëüíåéøåì. Ïîêà ÷òî äàâàéòå
ïîïðîáóåì â íå¼ ïîäñòàâèòü íå ïðîèçâîëüíîå φ(x), à òàêîå, êîòîðîå ðåøàåò óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ, ò.å., δS[φEOM ] = 0. Âàðèàöèÿ äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ ïðè ëþáîé âàðèàöèè φ,
â òîì ÷èñëå, ïðè âûáðàííîé íàìè. Çíà÷èò

∀ε(x), φ = φEOM :

∫
dDxε(x)∂µj

µ(x) = 0 (6.7)

Òàêèì îáðàçîì, ìû âûÿñíèëè, ÷òî íà óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ∂µj
µ(x) = 0. Íà ñàìîì äåëå,

ýòî çàêîí ñîõðàíåíèÿ. Ïðè ðàçáèåíèè êîîðäèíàò íà ïðîñòðàíñòâî è âðåìÿ îí âûãëÿäèò êàê
ρ̇+ ~÷~j = 0, ïîòîìó åñëè ñîñ÷èòàòü èçìåíåíèå çàðÿäà â íåêîòîðîé îáëàñòè, òî ïîëó÷èòñÿ

dQD

dt
= − d

dt

∫
D

ρ = −
∫
D

~∇~j = −
∫
∂D

~jd~S (6.8)

ò.å., èçìåíåíèå çàðÿäà â îáëàñòè ðàâíî ïîòîêó ÷åðåç ãðàíèöó ýòîé îáëàñòè. Â ÷àñòíîñòè,
åñëè ðàññìàòðèâàòü ïîëíûé çàðÿä, òî îí îáÿçàí ñîõðàíÿòüñÿ.
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Âû÷èñëèì íåñêîëüêî ñîõðàíÿþùèõñÿ çàðÿäîâ â òåîðèè (6.3). Ïðîùå âñåãî íà÷àòü ñ
ïîñëåäíåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ φ(x) 7→ φ(x) + ε. Ïî íàøåìó ðåöåïòó (6.6) âû÷èñëÿåì

S[φ(x) + ε(x)] = S[φ(x)] +

∫
dDx∂µε(x)∂µφ(x) (6.9)

Îòêóäà òîê jµ = ∂µφ, è îí äåéñòâèòåëüíî ñîõðàíÿåòñÿ íà óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ

6.3 Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà è âàðèàöèè ìåòðèêè

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïåðâîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ äåéñòâèÿ (6.3): φ 7→ φ+ εµ∂µφ(x).

δεS[φ] =

∫
dDx∂µφ∂

µ(εν∂νφ)−
∫
dDxεν∂νV (φ) =

=

∫
dDx∂µεν∂µφ∂νφ+

1

2

∫
dDxεν∂ν(∂µφ∂

µφ) +

∫
dDx∂νε

νV (φ) =

=

∫
dDx∂µεν

(
∂µφ∂νφ−

1

2
gµν∂ρφ∂

ρφ+ gµνV (φ)

)
=

∫
dDx∂µενTµν

(6.10)

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì ýíåðãèè èìïóëüñà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îí âñå-
ãäà ñèììåòðè÷íûé, õîòÿ ýòî è íå î÷åâèäíî èç îïðåäåëåíèÿ: îäèí èíäåêñ âûïîëíÿåò ôóíê-
öèþ �ïðîñòðàíñòâåííîãî�, â òî âðåìÿ êàê âòîðîé ñâÿçàí ñ ïàðàìåòðîì ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíÿòü èõ â ïðàâàõ ðàññìîòðèì äðóãîé ïîäõîä: à èìåííî, ñäåëàåì äåé-
ñòâèå çàâèñÿùèì ÿâíî îò ìåòðèêè. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ëþáûõ çàìåíàõ êîîðäèíàò ñ
îäíîâðåìåííûìè ïðàâèëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ìåòðèêè äåéñòâèå íå áóäåò ìåíÿòüñÿ. Ò.å.,

δφS[φ, g] + δgS[φ, g] = 0 (6.11)

Òåïåðü îïðåäåëèì òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ÷åðåç ýòó âàðèàöèþ

δgS[φ, g] = −1

2

∫
dDxδgµνT

µν =
1

2

∫
dDxδgµνTµν (6.12)

Ýòî îïðåäåëåíèå àâòîìàòè÷åñêè äà¼ò ñèììåòðè÷íûé òåíçîð. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñðàâíèòü åãî
ñ èìåþùèìñÿ ó íàñ, äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü èçìåíåíèå ìåòðèêè (íà÷èíàåì ìû, ïðè ýòîì, ñ
ïîñòîÿííîé)

δgµνdx
µdxν = gµνd(xµ + εµ)d(xν + εν)− gµνdxµdxν (6.13)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
δgµν = ∂µεν + ∂νεµ (6.14)

Ò.å., èçìåíåíèå äåéñòâèÿ

δφS[φ, g] = −δgS[φ, g] =
1

2

∫
dDx(∂µεν + ∂νεµ)T µν (6.15)

Ýòî äåéñòâèòåëüíî ñîâïàäàåò ñ ïðåäûäóùèì îïðåäåëåíèåì.
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6.4 Ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ãîëîìîðôíûì ïàðàìåòðîì

Òåïåðü ðàññìîòðèì äåéñòâèå Ïîëÿêîâà äëÿ ñòðóíû

S[Xµ(z, z̄)] =
1

2

∫
d2z∂Xµ∂̄X

µ (6.16)

Ðàññìîòðèì ñïèñîê åãî íåïðåðûâíûõ ñèììåòðèé

• Òðàíñëÿöèÿ â òàðãåò-ïðîñòðàíñòâå Xµ 7→ Xµ + εµ(z) + εµ(z), ñîîòâåòñòâóþùèé ãåíå-
ðàòîð áåñêîíå÷íî ìàëîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (ĜεX)µ = εµ(z) + εµ(z)

• Âðàùåíèå òàðãåò-ïðîñòðàíñòâà Xµ 7→ Oµ
ν , ãäå O

TO = 1. Áåñêîíå÷íî ìàëîå âðàùåíèå:
Xµ 7→ Xµ + oµν (z)Xν , ãäå oµν = −oνµ.

• Êîíôîðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå ìèðîâîãî ëèñòà Xµ(z) 7→ Xµ(w(z)), áåñêîíå÷íî ìàëàÿ
âåðñèÿ Xµ(z) 7→ Xµ(z + ε(z)), ò.å., ãåíåðàòîð ðàâåí (ĜεX)µ = ε∂Xµ

Ó íåêîòîðûõ èç ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé åñòü íîâîå ñâîéñòâî � îíè çàâèñÿò îò íåêîòîðî-
ãî ãîëîìîðôíîãî ïàðàìåòðà, ïîòîìó èõ ïîëó÷àåòñÿ áåñêîíå÷íîå ñåìåéñòâî (ïî êðàéíåé
ìåðå, åñëè èíòåðåñîâàòüñÿ ëîêàëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè). Äàâàéòå äëÿ òàêèõ ïðåîáðà-
çîâàíèé ïðîâåä¼ì âñå òå æå ðàññóæäåíèÿ, òîëüêî òåïåðü â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî âîçüì¼ì
ïðåîáðàçîâàíèå ñ ãîëîìîðôíûì ε(z) è äåôîðìèðóåì åãî äî ε(z, z̄):

δε(z,z̄)S =

∫
d2zj(z)∂̄ε (6.17)

â ñèëó òîãî æå àðãóìåíòà, ÷òî ïðè ãîëîìîðôíîì ïàðàìåòðå èçìåíåíèå äîëæíî îáíóëÿòüñÿ.
Êðîìå òîãî, òî÷íî òàê æå ìîæíî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íà óðàâíåíèÿõ äâèæåíèå ∂̄j(z) = 0.

Ìîæíî ñîñ÷èòàòü èíòåãðàëû äâèæåíèÿ äëÿ äåéñòâèÿ Ïîëÿêîâà

• Òðàíñëÿöèè â òàðãåò-ïðîñòðàíñòâå (èìïóëüñ ñòðóíû): δε(z,z̄)S[Xµ] =
∫
d2z∂Xµ∂̄εµ,

ïîòîìó P µ(z) = ∂Xµ(z)

• Âðàùåíèÿ òàðãåò-ïðîñòðàíñòâà (ìîìåíò èìïóëüñà ñòðóíû): δo(z̄)S =
∫
d2z∂Xµ∂̄(oµν(z̄)Xν) =

−
∫
d2z∂XµXν ∂̄oµ,ν +

∫
d2z∂Xµ∂̄Xνoµν . Äàâàéòå îòäåëüíî ïðåîáðàçóåì âòîðîå âûðà-

æåíèå:
∫
d2z∂Xµ∂̄Xνoµν = 1

2

∫
d2zoµν(∂X

µ∂̄Xν−∂Xν ∂̄Xµ) = 1
2

∫
d2z
(
−∂∂̄XµXν + ∂∂̄XµXν

)
+

1
2

∫
d2z∂XµXν ∂̄oµν . Èòîãî, âñ¼ èçìåíåíèå îêàçûâàåòñÿ ðàâíî δo(z̄)S = −1

2

∫
d2z∂XµXν ∂̄oµν =

1
4

(Xµ∂Xν −Xν∂Xµ) ∂̄oµν . Çäåñü ìû âèäèì, ÷òî èçìåíåíèå(6.17) äåéñòâèòåëüíî èìååò
íóæíóþ ôîðìó, íî ïðîâåðêà ýòîãî � íåêîòîðîå íåòðèâèàëüíîå âû÷èñëåíèå.

• Êîíôîðìíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà): δε(z,z̄)S[Xµ] =
∫
d2z∂Xν ∂̄(ε∂Xν) =

−
∫
d2zε∂Xν ∂̄∂X

ν = −1
2

∫
d2zε∂̄(∂Xν∂X

ν), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî T (z) = 1
2
∂Xν(z)∂Xν(z).
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6.5 Òåîðåìà Í¼òåð

Òåïåðü èçó÷èì, ÷òî ïðîèñõîäèò â ñëó÷àå â êâàíòîâîé òåîðèè. À èìåííî, èçó÷èì, êàê èç-
ìåíÿåòñÿ êîíòèíóàëüíûé èíòåãðàë ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ ñ ãîëîìîðôíûì ïàðàìåòðîì:∫

Dφ exp (−S[φ])O1(z1) . . .On(zn) =

=

∫
D(φ+ Ĝεφ)

(
−S[φ]−

∫
d2z∂̄ε(z, z̄)j(z)

)
(1 + ĜO

ε )O1(z1) . . . (1 + ĜO
ε )On(zn)

(6.18)

Âûðàæåíèÿ ðàâíû ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî ýòî ïðîñòî çàìåíà ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ïî óìîë÷àíèþ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìåðà íå ìåíÿåòñÿ ïðè òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Åñëè
ýòî îêàæåòñÿ íå òàê, òî èçìåíåíèå íóæíî áóäåò ó÷åñòü ÿâíî êàê �êâàíòîâóþ� ïîïðàâêó â
èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

0 =

∫
Dφ exp(−S[φ])

(
−
∫
d2z∂̄εj(z) +

n∑
i=1

O1(z1) . . . ĜO
ε Oi(zi) . . .On(zn)

)
(6.19)

Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî∫
d2z∂̄ε(z, z̄)〈j(z)O1(z1) . . .On(zn)〉 =

n∑
i=1

〈O1(z1) . . . ĜO
ε Oi(zi) . . .On(zn)〉 (6.20)

Áóäåì àíàëèçèðîâàòü ýòó ôîðìóëó. Ïðàâàÿ ÷àñòü çàâèñèò òîëüêî îò ε(zi) è åãî ïðîèçâîä-
íûõ â ñèëó ëîêàëüíîñòè ïðåîáðàçîâàíèé, îòêóäà, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, ñðàçó
ñëåäóåò, ÷òî

∂̄〈j(z)O1(z1) . . .On(zn)〉 = 0, z 6= zi (6.21)

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè èíòåãðàë ñ îáëàñòè, â êîòîðîé ∂̄ε(z, z̄) 6= 0, ìîæíî ñíÿòü
íà ïîëþñà êîððåëÿòîðà (ïîïóòíî äîïèñàâ äëÿ êðàñîòû 2πi).

n∑
i=1

1

2πi

∮
zi

dzε(z)〈j(z)O1(z1) . . .On(zn)〉 =
n∑
i=1

〈O1(z1) . . . ĜO
ε Oi(zi) . . .On(zn)〉 (6.22)

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî è ëåâàÿ, è ïðàâàÿ ÷àñòü ðàñïàäàåòñÿ íà îòäåëüíûå ñëàãàåìûå, àáñî-
ëþòíî íåçàâèñÿùèå îò âñåõ îñòàëüíûõ. Ïîòîìó èç íå¼, íà ñàìîì äåëå, ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà,
íàçûâàåìàÿ êîíôîðìíûì òîæäåñòâîì Óîðäà:

1

2πi

∮
w

dzε(z)j(z)O(w) = ĜO
ε(z)O(w) (6.23)

Ñòîèò ïîìíèòü, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî èìååò ñìûñë èñêëþ÷èòåëüíî ïîä êîððåëÿòîðàìè. Ò.å.,
óòâåðæäåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïðè âû÷èñëåíèè âñåõ âîç-
ìîæíûõ êîððåëÿòîðîì ñ íèì.
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