
1 Ââîäíàÿ ëåêöèÿ

2 Êâàíòîâàíèå ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû

3 Êîíòèíóàëüíûé èíòåãðàë

4 Ãàóññîâû èíòåãðàëû è êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè

5 Äâóìåðíûå òåîðèè áîçîíîâ è ôåðìèîíîâ

6 Òåîðåìà Í¼òåð è êîíôîðìíûå òîæäåñòâà Óîðäà

7 Ïðèìåíåíèå òîæäåñòâ Óîðäà. Àëãåáðû èíòåãðàëîâ äâè-

æåíèÿ

7.1 Câîáîäíûå áîçîíû

1

2πi

∮
w

dzε(z)j(z)O(w) = ĜOε(z)O(w) (7.1)

Ðàññìîòðèì äåéñòâèå Ïîëÿêîâà è ýêñïîíåíöèàëüíûå ïîëÿ (âåðòåêñû) â òàêîé òåîðèè

S[Xµ] =
1

2

∫
d2z∂Xµ∂̄Xµ (7.2)

O(z) = eipµX
µ

(z) (7.3)

Êàê áûëî ðàíüøå ïîñ÷èòàíî, òîê, ñîîòâåòñòâóþùèé ñèììåòðèè Xµ 7→ Xµ + εµ(z), ðàâåí
P µ(z) = i∂Xµ. Ïðåîáðàçîâàíèå ýêñïîíåíòû ïðè òàêîé çàìåíå âûãëÿäèò êàê

O(z) 7→ e2pµiεµ(z)O(z) (7.4)

çíà÷èò áåñêîíå÷íî ìàëîå ïðåîáðàçîâàíèå

ĜεO = iεµ(z)pµO(z) (7.5)

Çàïèñûâàÿ äëÿ íåãî òîæäåñòâî Óîðäà, ïîëó÷àåì

pµεµ(w)O(w) =
1

2πi

∮
w

εµ(z)P µ(z)O(w) (7.6)
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Çäåñü ìû âïåðâûå ïðèõîäèì ê òàêîìó ïîíÿòèþ, êàê îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå. À èìåííî,
ãëÿäÿ íà ïðåäûäóùóþ ôîðìóëó ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî îíà ìîæåò áûòü èñòèííîé òîëüêî â
ñëó÷àå, êîãäà

P µ(z)O(w) =
pµ

z − w
O(w) +

∞∑
k=0

ck(w)(z − w)k (7.7)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå äàñò íóæíîå âûðàæåíèå, â òî âðåìÿ êàê âòîðîå îáíóëèòñÿ êàê èíòåãðàë
îò ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè. Âîîáùå, îïåðàòîðíûì ðàçëîæåíèåì äâóõ ïîëåé íàçûâàåòñÿ ðÿä
Ëîðàíà ïî ðàçíîñòè èõ êîîðäèíàò ñ êîýôôèöèåíòàìè â âèäå îïåðàòîðîâ, ñòîÿùèõ âî âòî-
ðîé òî÷êå.

A(z)B(w) =
∞∑

k=−N

(z − w)kCk(w) (7.8)

Ìû âèäèì, ÷òî êîíôîðìíîå òîæäåñòâî Óîðäà, ïî ñóòè, ôèêñèðóåò ñèíãóëÿðíóþ ÷àñòü
îïåðàòîðíûõ ðàçëîæåíèé ïîëåé ñ òîêîì. Èç ýòîãî çíàíèÿ ñëåäóåò, íà ñàìîì äåëå, âèä
ëþáîãî êîððåëÿòîðà, â êîòîðûé âñòàâëåí òîê. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

〈P µ(z)
∏

eip
µ
iXµ(zi)〉 =

z→zi

pµi
z − zi

〈
∏

eip
µ
iXµ(zi)〉+ reg. (7.9)

Íî, òàê êàê ìû çíàåì âñå åãî îñîáûå òî÷êè è ñèíãóëÿðíîñòè â íèõ, òî ìîæåì ïðîñòî
íàïèñàòü îáùåå âûðàæåíèå êàê ñóììó ñèíãóëÿðíîñòåé

〈P µ(z)
∏

eip
µ
iXµ(zi)〉 =

∑
i

pµi
z − zi

· 〈
∏

eip
µ
iXµ(zi)〉 (7.10)

Îò ýòîãî âûðàæåíèÿ åñòü åù¼ îäíà ðàäîñòü: ìû çíàåì, ÷òî â áåñêîíå÷íîñòè íå íàõîäèò-
ñÿ íèêàêîãî ïîëÿ, ïîòîìó òàì íå äîëæíî áûòü îñîáåííîñòè ó òîêà, ò.å., 〈J(z) . . .〉 ∼

z→∞
1
z2

Îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà∑
i

pµi = 0 (7.11)

èíà÷å êîððåëÿòîð îáÿçàí çàíóëÿòüñÿ. Ýòî óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà ìîæíî áûëî ïî-
ëó÷èòü è íåïîñðåäñòâåííî èç êîíòèíóàëüíîãî èíòåãðàëà.

Â ýòîì ìåñòå äàâàéòå âìåñòî D-êîìïîíåíòíîãî ïîëÿ Xµ áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
îäíó êîìïîíåíòó φ(z) ñ äåéñòâèåì

S[φ] =
1

2

∫
d2z∂φ∂̄φ (7.12)

Ó íåãî, ïî ïðåæíåìó, åñòü ñèììåòðèÿ φ 7→ φ + ε(z), êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò òîê J(z) =
i∂φ(z). Ïîïðîáóåì ïðèìåíèòü òîæäåñòâî Óîðäà ê ñàìîìó ýòîìó òîêó:

J(z) 7→ J(z) + ∂ε(z) (7.13)
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Ïðèìåíÿÿ òîæäåñòâî Óîðäà (7.1), ïîëó÷èì

∂ε(w) =
1

2πi

∮
w

dzε(z)J(z)J(w) (7.14)

Èç ýòîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî

J(z)J(w) =
1

(z − w)2
+ reg. (7.15)

7.2 Êîððåëÿòîû èç òîæäåñòâ Óîðäà

Ñåé÷àñ ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì, ÷òî ôîðìóëà (7.15), ïîëó÷åííàÿ òîëüêî èç ñèììåòðèéíûõ
ñîîáðàæåíèé, ïðèâîäèò, íà ñàìîì äåëå, ê ÿâíîìó îòâåòó äëÿ âñåõ 2n òî÷å÷íûõ êîððåëÿ-
òîðîâ J(zi) (êîòîðûå, íà ñàìîì äåëå, ìîæíî áûëî âû÷èñëÿòü è ÿâíî, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé
Âèêà).

〈J(z1) . . . J(z2n)〉 =
z1→zi

1

(z1 − zi)2
〈J(z2) . . . Ĵ(zi) . . . J(z2n)〉+ reg. (7.16)

Ñíîâà, çíàÿ àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà ôóíêöèè, ìîæíî ÿâíî å¼ âû÷èñëèòü

〈J(z1) . . . J(z2n)〉 =
2n∑
i=2

1

(z1 − zi)2
〈J(z2) . . . Ĵ(zi) . . . J(z2n)〉+ reg. (7.17)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå íà êîððåëÿòîðû, êîòîðîå ëåãêî
ðåøàåòñÿ è äà¼ò èçâåñòíûé îòâåò

〈J(z1) . . . J(z2n)〉 =
∑

{zi}={xi}∪{yi}

∏
ij

1

(xi − yj)2 (7.18)

Ðàäîñòü îò ýòîãî â òîì, ÷òî ìû ñìîãëè âû÷èñëèòü î÷åíü ìíîãîå, ïî÷òè íè÷åãî íå çíàÿ î
òåîðèè: çíàÿ òîëüêî òî, ÷òî ó íå¼ åñòü ïðîñòàÿ áåñêîíå÷íîìåðíàÿ ñèììåòðèÿ.

7.3 Îïåðàòîðíàÿ àëãåáðà

Èìåÿ ñèììåòðèþ ñ òîêîì J(z), ìîæíî îïðåäåëèòü åãî äåéñòâèå íà ïðîñòðàíñòâå ïîëåé
÷åðåç îïåðàòîðíûå ðàçëîæåíèÿ

J(z)O(w) =
∑
k

AkO(w)

(z − w)k+1 (7.19)

ïî ôîðìóëå Êîøè ìîæíî âûðàçèòü ýòè äåéñòâèÿ ÷åðåç êîíòóðíûé èíòåãðàë

AkO(w) =
1

2πi

∮
w

dz(z − w)kJ(z)O(w) (7.20)
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Ò.å., ýòî èçìåíåíèå ïîëÿ ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ïàðàìåòðîì ε(z) = (z − w)k,
êîòîðîå ïðè k < 0 èìååò îñîáåííîñòü â òî÷êå w. Î÷åíü åñòåñòâåííûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ
âîïðîñ î òîì, êàêóþ àëãåáðó îáðàçóþò ýòè îïåðàòîðû.

AnAmO(0) =

∮
|w|>|z|

dwwn
∮

0

dzzmJ(w)J(z)O(0)

AmAnO(0) =

∮
|z|>|w|

dzzm
∮

0

dwwnJ(w)J(z)O(0)

(7.21)

Çäåñü âàæíî, êàê èìåííî ðàñïîëîæåíû êîíòóðû: êîíòóð òîãî òîêà, êîòîðûé äåéñòâóåò
ïåðâûì, âñåãäà ðàñïîëîæåí áëèæå ê îïåðàòîðó.

[An,Am]O(0) =

∮
|z|=r

dzzm
(∮
|w|>r

−
∮
|w|<r

)
dwwnJ(z)J(w)O(0) =

=

∮
|z|=r

dzzm
∮
z

dwwnJ(w)J(z)O(0) =

∮
|z|=r

dzzm
∮
z

dwwn
1

(z − w)2
O(0) =

=
1

2πi

∮
0

dznzn+m−1O(0) = nδn+mO(0)

(7.22)

Îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî

[An,Am] = nδn+m (7.23)

Ïîëó÷åííàÿ àëãåáðà íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Ãåéçåíáåðãà. Äàâàéòå ïîñìîòðèì, êàê îíà äåé-
ñòâóåò íà ýêñïîíåíöèàëüíûå ïîëÿ

J(z)eipφ(w) =
p

z − w
eipφ(w) + reg. (7.24)

Îòêóäà Ak>0e
ipφ(w) = 0, A0e

ipφ(w) = peipφ(w). Îòðèöàòåëüíûå ìîäû, ïðè ýòîì, äåéñòâóþò
êàê-òî, ïîðîæäàÿ íîâûå ïîëÿ.

Ïîñìîòðèì, êàê âîîáùå óñòðîåíà ýòà àëãåáðà. Â íåé åñòü A0, êîòîðûé ñî âñåì êîì-
ìóòèðóåò è ïîòîìó äåéñòâóåò êîíñòàíòîé. Îñòàëüíûå îïåðàòîðû ðàçáèâàþòñÿ â ïàðû
[Ak,A−k] = k. Ïîòîìó âñå ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîé àëãåáðû óñòðîåíû êàê áåñêîíå÷íûé íàáîð
îñöèëëÿòîðîâ: ò.å., âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå (ñòàðøèé âåêòîð) óáèâàåòñÿ âñåìè îïåðàòîðàìè
óíè÷òîæåíèÿ

Ak>0|p〉 = 0, A0|p〉 = p|p〉 (7.25)

Îñòàëüíûå ñîñòîÿíèÿ ñòðîÿòñÿ êàê

A−k1 . . .A−kn|p〉 (7.26)

ãäå k1 ≥ . . . ≥ kn Ò.å., ãëÿäÿ íà ýòî, ìû ïîíèìàåì, ÷òî âñå ïîëÿ â áîçîííîé òåîðèè ïîëó-
÷àþòñÿ èç ýêñïîíåíöèàëüíûõ â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ àëãåáðû Ãåéçåíáåðãà.
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7.4 Îïåðàòîðíûå ðàçëîæåíèÿ è àëãåáðà Âèðàñîðî

Äàâàéòå òåïåðü çàéì¼ìñÿ áîëåå íåòðèâèàëüíîé ñèììåòðèåé, à èìåííî, êîíôîðìíîé. Åù¼
ðàç âû÷èñëèì òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà äëÿ òåîðèè

δε(z,z̄)S[φ] =

∫
d2z∂φ∂̄(ε∂Xν) = −

∫
d2zε∂φ∂̄∂φ = −1

2

∫
d2zε∂̄(∂φ∂φ) (7.27)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî T (z) = −1
2
(∂φ)2 = 1

2
J(z)2.

Äàâàéòå àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì äåéñòâèå ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ íà
ïðîñòðàíñòâå ïîëåé

T (z)O(w) =
∑
k

LkO(w)

(z − w)k+2 (7.28)

È ïîïðîáóåì ñîñ÷èòàòü èõ êîììóòàòîð àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì

[Ln,Lm]O =

∮
|z|=r

dzzm
∮
z

dwwnT (w)T (z)O(0) (7.29)

Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî çíàòü îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå T (w)T (z). Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî
êëàññè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ T (z) íå ìîæåò áûòü ïðàâèëüíûì, ò.ê. ôîðìóëà (7.18) ïðè
ëþáîì âû÷èñëåíèè âûáðîñèò ñèíãóëÿðíóþ ÷àñòü 1

(z−z)2 . Õîðîøèì âûðàæåíèåì áóäåò òàê
íàçûâàåìîå íîðìàëüíîå ïðîèçâåäåíèå

: J(z)J(w) :
def
= J(z)J(w)− 1

(z − w)2
(7.30)

Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ñðåäíèõ çàïðåùàåòñÿ ñïàðèâàòü
ìåæäó ñîáîé îïåðàòîðû ïîä íîðìàëüíûì óïîðÿäî÷åíèåì. Ïîïðîáóåì òåïåðü ñîñ÷èòàòü
T (z)T (w), ïðåäñòàâëÿÿ, ÷òî ðÿäîì ñòîÿò åù¼ êàêèå-òî îïåðàòîðû, è ìû ìîæåì ñïàðèâàòü
òîêè ëèáî ìåæäó ñîáîé (ïîëó÷àÿ ñèíãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ), ëèáî ñ ïîñòîðîííèìè îïåðà-
òîðàìè.

T (z)T (w) =
1

4
: J(z)2 :: J(w)2 :=

1
2

(z − w)4
+

: J(z)J(w) :

(z − w)2
+

1

4
: J(z)2J(w)2 :=

=
1
2

(z − w)4
+

: J(w)2 :

(z − w)2
+

: J(z)∂J(z) :

z − w
+ reg. =

1
2

(z − w)4
+

2T (w)

(z − w)2
+
∂T (w)

z − w
+ reg.

(7.31)
Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ â CFT. Îáùåå óòâåðæäåíèå çàêëþ÷à-
åòñÿ â òîì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ýòà ôîðìóëà çàâèñèò îò îäíîãî äîïîëíèòåëüíîãî ÷èñëà,
öåíòðàëüíîãî çàðÿäà c, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøåé õàðàêòåðèñòèêîé ñèñòåìû.

T (z)T (w) =
c/2

(z − w)4
+

T (w)

(z − w)2
+
∂T (w)

z − w
+ reg. (7.32)
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Ìîæíî å¼ íåìíîãî èññëåäîâàòü: íàïðèìåð âîçüì¼ì äâå íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ñèñòåìû,
ò.å., T1(z)T2(w) = reg., è ïîïðîáóåì âû÷èñëèòü îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå äëÿ T (z) = T1(z)+
T2(z)

T1(z)T2(w) =
1
2
(c1 + c2)

(z − w)4
+

2T (w)

(z − w)2
+
∂T (w)

z − w
(7.33)

ò.å., öåíòðàëüíûé çàðÿä � àääèòèâíàÿ õàðàêòåðèñòèêà. Åãî ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êàê íåêî-
òîðûì îáðàçîì îïðåäåë¼ííîå �êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû�. Òåïåðü äàâàéòå ñ÷èòàòü êîì-
ìóòàòîðû

[Ln,Lm]O =

∮
|z|=r

dzzm+1

∮
z

dwwn+1

(
c/2

(w − z)4
+

2T (z)

(w − z)2
+
∂T (z)

w − z

)
O(0) =

=

(
c

12
n(n2 − 1)

∮
dzzm+n−1 + 2(n+ 1)

∮
dzzm+n+1T (z) +

∮
dzzm+n+2∂T (z)

)
O(0) =

=
c

12
n(n2 − 1)δn+m,0 + (n−m)Ln+m O(0)

(7.34)
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè äîâîëüíî íåòðèâèàëüíóþ ôîðìóëó äëÿ êîììóòàòîðà. Àë-
ãåáðà, ïîðîæä¼ííàÿ Ln íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Âèðàñîðî.
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