
1 Ââîäíàÿ ëåêöèÿ

2 Êâàíòîâàíèå ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû

3 Êîíòèíóàëüíûé èíòåãðàë

4 Ãàóññîâû èíòåãðàëû è êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè

5 Äâóìåðíûå òåîðèè áîçîíîâ è ôåðìèîíîâ

6 Òåîðåìà Í¼òåð è êîíôîðìíûå òîæäåñòâà Óîðäà

7 Ïðèìåíåíèå òîæäåñòâ Óîðäà. Àëãåáðû èíòåãðàëîâ äâè-

æåíèÿ

8 Ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Âèðàñîðî

8.1 Ìîäóëü Âåðìà

Â ïðîøëûé ðàç ìû âû÷èñëèëè êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â àëãåáðå Âèðàñîðî

[Ln, Lm] =
c

12
n(n2 − 1)δn+m,0 + (n−m)Ln+m (8.1)

Äàâàéòå òåïåðü íåìíîãî å¼ ïîèçó÷àåì. Íàïðèìåð, â íåé åñòü äîñòàòî÷íî î÷åâèäíàÿ ïîäàë-
ãåáðà, ïîðîæä¼ííàÿ L0, L±1

〈L−1, L0, L1〉 ' sl2 (8.2)

Âîîáùå, èíòåðåñíî çàìåòèòü, ÷òî àëãåáðà Âèðàñîðî ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì àëãåáðû âåê-
òîðíûõ ïîëåé íà ïëîñêîñòè áåç äâóõ òî÷åê

ln = −ln+1∂z, [ln, lm] = (n−m)ln+m (8.3)

Åñëè ïîëüçîâàòüñÿ ýòîé àíàëîãèåé, ÷òî sl2 ïîäàëãåáðà â àëãåáðà Âèðàñîðî ñîîòâåòñòâóåò
âåêòîðíûì ïîëÿì, çàäàþùèì ãëîáàëüíûå êîíôîðìíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

z 7→ az + b

cz + d
(8.4)
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Åù¼ èíòåðåñíûì è ìåñòàìè ïîëåçíûì ôàêòîì ÿâëÿåòñÿ òî, òî âñå ãåíåðàòîðû Lk>0

ïîðîæäàþòñÿ òîëüêî ïàðîé L1, L2.

Çàïèøåì îòäåëüíî êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ñ L0

[L0, L−n] = nL−n

[L0, Ln] = −nLn
(8.5)

Ìû õîòèì ñòðîèòü ïðåäñòàâëåíèå ýòîé àëãåáðû, âûáðàâ â êà÷åñòâå áàçèñà ñîáñòâåííûå
âåêòîðà äëÿ L0: L0|∆〉 = ∆|∆〉. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

L0 · L−n|∆〉 = L−nL0|∆〉+ nL−n|∆〉 = (∆ + n)L−n|∆〉 (8.6)

Ò.å., ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî îòðèöàòåëüíûå ãåíåðàòîðû èãðàþò ðîëü �îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ�: îíè
óâåëè÷èâàþò ðàçìåðíîñòü. Äàëüøå èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé íóæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû
â òåîðèè áûëè òîëüêî ïîëÿ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ðàçìåðíîñòÿìè (òðåáîâàíèå ïðîäèêòîâàíî
òåì, ÷òî èõ êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè îáÿçàíû ñïàäàòü ñ ðàññòîÿíèåì). Ðåàëüíî ýòî áûâàåò
è íå òàê: òðåáîâàíèå, êîòîðîå âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ, ýòî òðåáîâàíèå êîíå÷íîñòè êîëè÷åñòâà
ïîëåé ñ îòðèöàòåëüíîé ðàçìåðíîñòüþ. Ïîëüçóÿñü ýòèì òðåáîâàíèåì, ìû âèäèì, ÷òî ïðè
äåéñòâèè íà ëþáîå ïîëå �îïåðàòîðàìè óíè÷òîæåíèÿ� Ln>0 â êàêîé-òî ìîìåíò îáÿçàòåëüíî
äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ ñîñòîÿíèå, íà êîòîðîå âñå îíè äåéñòâóþò íóë¼ì. Èíà÷å ðàçìåðíîñòü
ìîãëà áû áåñêîíå÷íî óìåíüøàòüñÿ. Çíà÷èò åñòü òàêîå ñîñòîÿíèå, ÷òî

Ln|∆〉 = 0

L0|∆〉 = ∆|∆〉
(8.7)

Òàêîå ñîñòîÿíèå íàçûâàþò ñòàðøèì âåêòîðîì. Âñå ïîëÿ â òåîðèè ïîëó÷àþòñÿ èç òàêèõ
ïðè ïðèìåíåíèè îòðèöàòåëüíûõ ãåíåðàòîðîâ

V (c,∆) = 〈L−n1 . . . L−nk
|∆〉〉 , n1 ≥ . . . ≥ nk (8.8)

Äàííàÿ êîíñòðóêöèÿ íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì Âåðìà, è ïðè îáùèõ çíà÷åíèÿõ c è ∆ ÿâëÿåò-
ñÿ íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèåì àëãåáðû Âèðàñîðî (ýòî òðåáóåò äîêàçàòåëüñòâà, íî ìû
ïðèìåì íà âåðó).

Òåïåðü áûëî áû ëîãè÷íî áûëî áû ñîñ÷èòàòü ðàçìåðíîñòü ìîäóëÿ Âåðìà, íî îíà áåñ-
êîíå÷íà. Ïîòîìó äàâàéòå ðàçîáü¼ì åãî íà ïîäïðîñòðàíñòâà ñ îäèíàêîâûì ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì L0:

V (c,∆) =
∞⊕
n=0

Vn(c,∆) (8.9)

Èìååò ñìûñë ñ÷èòàòü ðàçìåðíîñòè ýòèõ êîìïîíåíò, îáúåäèíÿÿ èõ â ïðîèçâîäÿùóþ ôóíê-
öèþ

dimq V (c,∆) =
∞∑
i=0

qn+∆ dimVn(c,∆) = tr qL0 (8.10)
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Êàæäóþ èç ðàçìåðíîñòåé â ýòîì ðÿäó âû÷èñëèòü òî÷íî (íàïèñàòü çàìêíóòóþ ôîðìóëó)
íåâîçìîæíî, íî âû÷èñëèòü ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ, åù¼ íàçûâàåìóþ êâàíòîâîé ðàçìåð-
íîñòüþ èëè õàðàêòåðîì, îêàçûâàåòñÿ äîâîëüíî ïðîñòî. Óòâåðæäåíèå:

tr qL0 =
q∆∏∞

n=1(1− qn)
(8.11)

Äîêàçàòåëüñòâî âûãëÿäèò äîâîëüíî ïðîñòî:

∞∏
n=1

1

1− qn
=
∞∏
n=1

(1 + qn + q2n + q3n + . . .) (8.12)

Êàæäûé èç ìíîæèòåëåé â ïðîèçâåäåíèè ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîðó L−n, ñòåïåíü q
k·n ñîîò-

âåòñòâóåò òîìó, ÷òî ýòîò îïåðàòîð áûë âçÿò k ðàç. Êîãäà ìû áóäåì ðàñêðûâàòü ñêîáêè, òî
âûáîð ñëàãàåìîãî èç êàæäîé ñêîáêè áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü âûáîðó òîãî, â êàêîé èìåííî
ñòåïåíè íóæíî âçÿòü êîíêðåòíûé ãåíåðàòîð L−n.

Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî ðàçìåðíîñòè dimVn(c,∆) = p(n) èìåþò ñâî¼ íàçâàíèå, ÷èñëà ðàç-
áèåíèé (êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ, êîòîðûì ÷èñëî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû íàòóðàëüíûõ
÷èñåë). Ïåðâûå íåñêîëüêî ÷ëåíîâ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ðàâíû

tr qL0−∆ = 1 + q + 2q2 + 3q3 + 5q4 + 7q5 + . . . (8.13)

Äàâàéòå âûïèøåì áàçèñû â ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ïðîñòðàíñòâàì

V0 =〈|∆〉〉

V1 =〈L−1|∆〉〉

V2 =〈L2
−1|∆〉, L−2|∆〉〉

V3 =〈L3
−1|∆〉, L−2L−1|∆〉, L−3|∆〉〉

V4 =〈L4
−1|∆〉, L−2L

2
−1|∆〉, L2

−2|∆〉, L−3L−1|∆〉, L−4|∆〉〉

(8.14)

8.2 Âûðîæäåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ

Èíîãäà ñëó÷àåòñÿ òàêîå, ÷òî ìîäóëü Âåðìà ñîäåðæèò íåêîòîðûé íåòðèâèàëüíûé ïîäìî-
äóëü: ò.å., â í¼ì åñòü åù¼ îäèí âåêòîð |χ〉, òàêîé ÷òî Lk|χ〉 = 0. Äàâàéòå ðàññìîòðèì, êîãäà
òàêîå ìîæåò ñëó÷èòüñÿ íà ïåðâîé ïîëî÷êå

LkL−1|∆〉 = L−1Lk|∆〉+ (k + 1)Lk−1|∆〉 = 2δk,1∆|∆〉 (8.15)

Ò.å., ïðè ∆ = 0 ìû ïîëó÷àåì íîâûé ñòàðøèé âåêòîð è ïîäìîäóëü, ðàñòóùèé èç íåãî. Íàñ
âñåãäà áóäóò èíòåðåñîâàòü íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ, ò.ê. âåêòîðà ïîäïðåäñòàâëåíèé
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èìåþò íóëåâóþ íîðìó. Äàâàéòå îòôàêòîðèçóåì ìîäóëü Âåðìà ïî íàéäåííîìó ïîäìîäóþ è
âû÷èñëèì õàðàêòåð òîãî, ÷òî îñòà¼òñÿ:

dimq Ṽ (c, 0) =
1∏∞

n=1(1− qn)
− q∏∞

n=1(1− qn)
=

1∏∞
n=2(1− qn)

= 1 + q2 + q3 + 2q4 + 2q5 + . . .

(8.16)
ò.å., êàê è äîëæíî áûòü, ðàçìåðíîñòè ñòàíîâÿòñÿ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå.

8.3 Äåéñòâèå íà ïðîñòðàíñòâå ïîëåé

Ìû ïîìíèì, ÷òî íà ñàìîì äåëå â êîíôîðìíîé òåîðèè çàäàíî äåéñòâèå àëãåáðû Âèðàñîðî íà
ïðîñòðàíñòâå ïîëåé. Áûëî áû èíòåðåñíî ïîíÿòü, ÷åìó ñîîòâåòñòâóþò àáñòðàêòíûå ìîäóëè
Âåðìà ñ òî÷êè çðåíèÿ ýòîãî àáñòðàêòíîãî äåéñòâèÿ.

Äëÿ íà÷àëà âñïîìíèì îïðåäåëåíèå äåéñòâèÿ íà ïîëÿ

T (z)O(w) =
∑
n

LnO(w)

(z − w)n+2 (8.17)

ïðîùå âñåãî ðàññìîòðåòü îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå ñ åäèíè÷íûì îïåðàòîðîì

T (z)1(w) = T (z) = T (w) + ∂T (w)(z − w) + ∂2T (w)
(z − w)2

2
+ . . . (8.18)

ò.å., ìû âèäèì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

Lk≥−11(w) = 0

L−21(w) = T (w)
(8.19)

Ò.å., ðàññìîòðåííûé íàìè âûðîæäåííûé ìîäóëü Âåðìà ÿâëÿåòñÿ, íà ñàìîì äåëå, åäèíè÷-
íûì ìîäóëåì, ñîäåðæàùèì â ñåáå ñàì òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà.

Òåïåðü âñïîìíèì êîíôîðìíîå òîæäåñòâî Óîðäà

ĜεO(w) =

∮
w

dzε(z)T (z)O(w) (8.20)

Äëÿ íà÷àëà ìîæíî ïðèìåíèòü åãî ê ïðîèçâîëüíûì ïîëÿì, äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíî òîëüêî
ïðåîáðàçîâàíèå ïðè òðàíñëÿöèè O(z) 7→ O(z + ε)

∂O(w) =

∮
w

dzT (z)O(w) = L−1O(w) (8.21)

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî âñåãäà
L−1 = ∂ (8.22)
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Ïîòîìó è íå óäèâèòåëüíî, ÷òî íà åäèíè÷íûé îïåðàòîð îí äåéñòâîâàë íóë¼ì. Åñëè òåïåðü
íàïèñàòü òî æå äëÿ ïîëÿ ñ îïðåäåë¼ííîé ðàçìåðíîñòüþ, ïðåîáðàçóþùåãîñÿ êàê O(z) 7→
λ∆O(λz), òî ïîëó÷èòñÿ

(∆ + w∂)O(w) =

∮
w

dzzT (z)O(w) = L0O + wL−1O (8.23)

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ ïîëåé îïðåäåë¼ííîé ðàçìåðíîñòè ∆

L0O(w) = ∆O(w) (8.24)

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ïîëå, êîòîðîå ïðåîáðàçóåòñÿ êàê äèôôåðåíöèàëüíàÿ
ôîðìà âåñà ∆, ò.å., (dz)∆O(z) = inv (òàêèå ïîëÿ íàçûâàþòñÿ ïðèìàðíûìè èëè ïåðâè÷-
íûìè).

O(z) 7→ O(w(z))

(
dw(z)

dz

)∆

= O(z + ε(z))

(
1 +

dw

dz

)∆

≈ O(z) + ε∂O(z) + ∆∂ε · O(z)

(8.25)
Ò.å.. òîæäåñòâî Óîðäà áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî

ĜεO(w) = ε∂O(w) + ∆∂ε · O(w) =

∮
dzε(z)T (z)O(w) (8.26)

Ýòî ðàâåíñòâî ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî

T (z)O(w) =
∆O(w)

(z − w)2
+
∂O(w)

z − w
+ reg. (8.27)

ò.å., Lk>0O(w) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ìû îòîæäåñòâèëè ïðèìàðíûå ïîëÿ ñî ñòàðøèìè âåê-
òîðàìè ìîäóëåé Âåðìà.

Êàê ìû óæå çíàåì, îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ñ ñàìèì ñîáîé
ñîäåðæèò åù¼ äîïîëíèòåëüíîå ïîëþñíîå ñëàãàåìîå. Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåì, ÷òî ñàì T (z)
ÿâëÿåòñÿ ïîòîìêîì åäèíè÷íîãî îïåðàòîðà. Äëÿ çàìêíóòîñòè êàðòèíû õîòåëîñü áû ïîíÿòü,
êàê îí ïðåîáðàçóåòñÿ ïðè îáùèõ êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Äëÿ ýòîãî íóæíî íåìíî-
ãî îáðàòèòü ëîãèêè èñïîëüçîâàíèÿ êîíôîðìíîãî òîæäåñòâà Óîðäà: òåïåðü ïî èçâåñòíîìó
OPE ìû áóäåì âîññòàíàâëèâàòü çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ

ĜεT (w) =

∮
dzε(z)T (z)T (w) =

∮
dzε(z)

(
c/2

(z − w)4
+

2T (w)

(z − w)2
+
∂T (w)

z − w

)
=

=
c

12
ε′′′(w) + 2ε′T (w) + ε∂T (w)

(8.28)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêîé çàêîí áåñêîíå÷íî ìàëîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóåò êîíå÷íîìó
ïðåîáðàçîâàíèþ

T (z) 7→ T (w(z))

(
dw

dz

)2

+
c

12
{w, z} (8.29)
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Ãäå {w, z} óæå èçâåñòíàÿ íàì ïðîèçâîäíàÿ Øâàðöà, çàäàâàåìàÿ ôîðìóëîé

{w, z} =
w′′′

w′
− 3

2

(
w′′

w′

)2

(8.30)

8.4 Âû÷èñëåíèå ñðåäíèõ îò ïîòîìêîâ

Äàëüøå õî÷åòñÿ ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü âñå êîððåëÿòîðû â
òåîðèè, äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü âñå êîððåëÿòîðû ïðèìàðíûõ ïîëåé, îñòàëüíûå ïðè ýòîì áó-
äóò âûðàæàòüñÿ èç íèõ äîñòàòî÷íî ïðîñòûì îáðàçîì. Èç ôîðìóëû (8.17) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
ýòîãî íóæíî íàó÷èòüñÿ âûðàæàòü ÷åðåç êîððåëÿòîðû ïðèìàðíûõ ïîëåé âñå êîððåëÿòîðû
âèäà

〈T (w1) . . . T (wk)O(z1) . . .O(zn)〉 (8.31)

Íà÷í¼ì ñ ñàìîãî ïðîñòîãî

〈T (w)O(z1) . . .O(zn)〉 =
w→zi

(
∆i

(w − zi)2
+

∂i
w − zi

)
〈O(z1) . . .O(zn)〉+ reg. (8.32)

Äðóãèõ ïîëþñîâ ó âûðàæåíèÿ íåòó, ïîòîìó ìû ñðàçó ïîëó÷àåì ôîðìóëó

〈T (w)O(z1) . . .O(zn)〉 =
n∑
i=1

(
∆i

(w − zi)2
+

∂i
w − zi

)
〈O(z1) . . .O(zn)〉 (8.33)

Äëÿ äâóõ òåíçîðîâ ýíåðãèè-èìïóëüñà âñ¼ áóäåò íåìíîãî ñëîæíåå

〈T (w1)T (w2)O(z1) . . .O(zn) =
n∑
i=1

(
∆i

(w1 − zi)2
+

∂i
w1 − zi

)
〈T (w2)O(z1) . . .O(zn)〉+

+
c/2

(w1 − w2)4
〈O(z1) . . .O(zn)〉+

2

(w1 − w2)2
〈T (w2)O(z1) . . .O(zn)〉+

+
∂w2

w1 − w2

〈T (w2)O(z1) . . .O(zn)〉

(8.34)

Ïîñëå ÷åãî ìîæíî ïîäñòàâèòü âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíèõ ñ îäíèì òåíçîðîì ýíåðãèè-èìïóëüñà
è äîâåñòè îòâåò äî êîíå÷íîé ôîðìóëû â òåðìèíàõ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà, äåéñòâó-
þùåãî íà êîððåëÿòîð ïðèìàíûõ ïîëåé.
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