
1 Ââîäíàÿ ëåêöèÿ

2 Êâàíòîâàíèå ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû

3 Êîíòèíóàëüíûé èíòåãðàë

4 Ãàóññîâû èíòåãðàëû è êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè

5 Äâóìåðíûå òåîðèè áîçîíîâ è ôåðìèîíîâ

6 Ïåðåõîä ê îïåðàòîðíîìó ôîðìàëèçìó

7 Òåîðèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ è àëãåáðà Âèðàñîðî

8 Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà è ïðèìàðíûå îïåðàòîðû

9 Ôåðìèîíû è ñèñòåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà

9.1 Êîíôîðìíàÿ bc-ñèñòåìà

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâóìåðíóþ êîíôîðìíóþ ñâîáîäíóþ òåîðèþ ãðàññìàíîâûõ bc-ïîëåé
ñïèíîâ (j, 0) è (1− j, 0) äëÿ ïîëåé c è b ñîîòâåòñòâåííî ñ äåéñòâèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà

S =
1

π

∫
Σ

d2σ b∂̄c (9.1)

è áóäåì ñ÷èòàòü ïîëÿ íîðìèðîâàííûìè òàê, ÷òîáû èõ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ áûëà

⟨b(z)c(z′)⟩ = 1

z − z′
(9.2)

ÿâëÿþùåéñÿ ñëåäñòâèåì ôîðìóëû Êîøè

∂̄
1

z − z′
= πδ(2)(z − z′) (9.3)

Êàê è â ñëó÷àå ñâîáîäíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ââåäåì íîðìàëüíîå ïðîèçâåäåíèå

: b(z)c(z′) := b(z)c(z′)− ⟨b(z)c(z′)⟩ = b(z)c(z′)− 1

z − z′
(9.4)
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êîòîðîå óæå íåñèíãóëÿðíî ïðè z → z′.

Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ìîæíî ñòðîèòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Ìû âîñïîëüçóåìñÿ òåì,
÷òî ãîëîìîðôíàÿ êîìïîíåíòà òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ∂̄Tbc = 0 âåñà 2 ìîæåò ñîäåðæàòü
òîëüêî äâà ñëàãàåìûõ

T = Tbc = α : b∂c : +β : c∂b : (9.5)

êîýôôèöèåíòû ïðè êîòîðûõ ìîæíî çàôèêñèðîâàòü âîñïðîèçâîäÿ îïåðàòîðíûå ðàçëîæå-
íèÿ

T (z)c(w) =
j

(z − w)2
c(w) +

1

z − w
∂c(w) + . . .

T (z)b(w) =
1− j

(z − w)2
b(w) +

1

z − w
∂b(w) + . . .

(9.6)

ãîâîðÿùèå î òîì, ÷òî äóõîâûå ïîëÿ c è b ÿâëÿþòñÿ ïðèìàðíûìè ïîëÿìè ñ âåñàìè j è (1−j)
ñîîòâåòñòâåííî. Âû÷èñëèì, íàïðèìåð, ïåðâîå îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå

T (z)c(w) = α : b(z)∂c(z) : c(w) + β : c(z)∂b(z) : c(w) =

= −α 1

z − w
∂c(z)− β

1

(z − w)2
c(z) + . . . =

= −β 1

(z − w)2
c(w)− α + β

z − w
∂c(w) + . . .

(9.7)

îòêóäà ñëåäóåò β = −j, α+ β = −1 èëè

T = (j − 1) : b∂c : −j : c∂b : (9.8)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âòîðîå èç ñîîòíîøåíèé (9.6) ïðè ýòîì óäîâëåòâîðÿåòñÿ àâòîìà-
òè÷åñêè.

×òî êàñàåòñÿ öåíòðàëüíîãî çàðÿäà, òî åãî îïÿòü ñëåäóåò èñêàòü êàê ñàìûé ñèíãóëÿðíûé
÷ëåí â îïåðàòîðíîì ðàçëîæåíèè

T (z)T (w) = (j − 1)2 : b(z)∂c(z) :: b(w)∂c(w) : +j2 : c(z)∂b(z) :: c(w)∂b(w) : −

−j(j − 1) : b(z)∂c(z) :: c(w)∂b(w) : −j(j − 1) : c(z)∂b(z) :: b(w)∂c(w) :
(9.9)

Ñàìûé ñèíãóëÿðíûé ÷ëåí ñâîäèòñÿ ê ïðîèçâåäåíèþ ïîïàðíûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé.
Ñ ó÷åòîì àíòèêîììóòàòèâíîñòè ïîëåé ïîëó÷àåì

T (z)T (w) = −(j − 1)2⟨b(z)∂c(w)⟩⟨b(w)∂c(z)⟩ − j2 : ⟨∂b(z)c(w)⟩⟨∂b(w)c(z)⟩−

−j(j − 1)⟨b(z)c(w)⟩⟨∂b(w)∂c(z)⟩ − j(j − 1)⟨b(w)c(z)⟩⟨∂b(z)∂c(w)⟩+ . . . =

= −(j − 1)2
1

(z − w)2
1

(w − z)2
− j2

−1

(z − w)2
−1

(w − z)2
−

−j(j − 1)
1

z − w

−2

(w − z)3
− j(j − 1)

1

w − z

−2

(z − w)3
+ . . . =

= − 1

(z − w)4
(
(j − 1)2 + j2 + 4j(j − 1)

)
+ . . . = − 1

(z − w)4
(
6j2 − 6j + 1

)
+ . . .

(9.10)
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îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî öåíòðàëüíûé çàðÿä ãðàññìàíîâîé bc-ñèñòåìû

cbc = −2
(
6j2 − 6j + 1

)
(9.11)

Ýòà ðîâíî òà ôîðìóëà, êîòîðàÿ íåîáõîäèìà äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîíôîðìíîé àíîìàëèè â òåî-
ðèè áîçîííûõ ñòðóí è ñóïåðñòðóí, íàðÿäó ñ óæå âû÷èñëåííûì öåíòðàëüíûì çàðÿäîì ñêà-
ëÿðíîãî ïîëÿ c = 1. Å¼ âàæíûå ÷àñòíûå ñëó÷àè

• j = −1, 1 − j = 2, c = −26 ÷òî äàåò êðèòè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü áîçîííîé ñòðóíû
êàê ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ êîíôîðìíîé àíîìàëèè â bc-ñèñòåìå, îòâå÷àþùåé äóõàì
ðåïàðàìåòðèçàöèé, èëè ãëîáàëüíî îïðåäåëåííûõ âåêòîðíûõ ïîëåé;

• j = 1 − j = 1
2
, c = 1: äâóìåðíûé êîìïëåêñíûé ôåðìèîí Äèðàêà-Âåéëÿ, äëÿ êîòî-

ðîãî ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Âèðàñîðî èìååò òî æå çíà÷åíèå öåíòðàëüíîãî çàðÿäà,
÷òî è äëÿ (ãîëîìîðôíîé ÷àñòè) òåîðèè ñâîáîäíûõ áîçîíîâ. Ýêâèâàëåíòíû ëè ýòè
ïðåäñòàâëåíèÿ?

9.2 Òåîðèÿ äâóìåðíûõ ôåðìèîíîâ â îïåðàòîðíîì ôîðìàëèçìå

Äåéñòâèå Âåéëÿ äëÿ äâóìåðíûõ áåçìàññîâûõ êîìïëåêñíûõ ôåðìèîíîâ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì ãðàññìàíîâîé bc-ñèñòåìû c j = 1− j = 1

2
, ò.å.

S =
1

π

∫
Σ

d2z ψ̃∂̄ψ ( +c.c.) (9.12)

ãäå ψ̃ è ψ - 1/2-äèôôåðåíöèàëû íà ìèðîâîì ëèñòå, ãîëîìîðôíûå íà óðàâíåíèÿõ äâèæå-
íèÿ 1

∂̄ψ = 0, ∂̄ψ̃ = 0 (9.13)

è äëÿ êîòîðûõ ðàññóæäåíèå ñ ãàóññîâûì èíòåãðàëîì ïðèâîäèò ê îïåðàòîðíîìó ðàçëîæå-
íèþ

ψ̃(z)ψ(z′) =
1

z − z′
+ : ψ̃(z)ψ(z′) :=

=
1

z − z′
+ J(z) + (z − z′) : ∂ψ̃ψ(z′) : + . . .

(9.14)

Â ôîðìóëå (9.14) ìû ââåëè íîðìàëüíîå óïîðÿäî÷åíèå ïî ôåðìèîííîìó âàêóóìó (ïîêà åùå
íå îïðåäåëåííîìó, íî óäîâëåòâîðÿþùåìó ⟨0| : (...) : |0⟩ = 0) è ôåðìèîííûé ãîëîìîðôíûé

1Äëÿ �àíòè-ãîëîìîðôíîé ÷àñòè� äåéñòâèÿ âñå óòâåðæäåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ôîðìàëüíûì êîìïëåêñíûì
ñîïðÿæåíèåì.
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U(1)-òîê 2

J(z) =: ψ̃(z)ψ(z) :

J(z)ψ(z′) = − ψ̃(z)ψ(z′)︸ ︷︷ ︸ψ(z) + . . . = − ψ(z′)

z − z′
+ . . .

J(z)ψ̃(z′) = ψ̃(z)ψ(z)ψ̃(z′)︸ ︷︷ ︸+ . . . =
ψ̃(z′)

z − z′
+ . . .

(9.15)

À êàê ñëåäóåò èç (9.8) - òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà

T = −1
2

(
: ψ̃∂ψ : − : ∂ψ̃ψ :

)
(9.16)

Ýòîò òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ïî-ïðåæíåìó ìîæåò áûòü ïîëó÷åí êîíñòðóêöèåé Ñóãàâàðû

J(z)J(z′) =
1

(z − z′)2
+ 2T (z′) +O(z − z′) (9.17)

è ïîýòîìó ãåíåðèðóåò àëãåáðó Âèðàñîðî ñ öåíòðàëüíûì çàðÿäîì c = 1.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Âèêà äëÿ ôåðìèîíîâ, ëåãêî íàïèñàòü

: ψ̃(z)ψ(z) :: ψ̃(z′)ψ(z′) := ψ̃(z)ψ(z)ψ̃(z′)︸ ︷︷ ︸ψ(z′)︸ ︷︷ ︸+
+ : ψ̃(z)ψ(z)ψ̃(z′)︸ ︷︷ ︸ψ(z′) : + : ψ̃(z) : ψ(z)ψ̃(z′) : ψ(z′) :︸ ︷︷ ︸+ : ψ̃(z)ψ(z)ψ̃(z′)ψ(z′) :=

=
1

(z − z′)2
+

1

z − z′

(
: ψ̃(z)ψ(z′) : + : ψ(z)ψ̃(z′) :

)
+ . . . =

=
1

(z − z′)2
+ : ∂ψ̃ψ(z′) : + : ∂ψψ̃(z′) : + . . .

(9.18)

9.3 Ôåðìèîííûå ìîäû

Íà óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ åñòåñòâåííî íàïèñàòü

ψ(z) =
∑
r

ψr

zr+1/2
, ψ̃(z) =

∑
s

ψ̃s

zs+1/2 (9.19)

2Êâàäðàòè÷íûé ïî ïîëÿì íîðìàëüíî óïîðÿäî÷åííûé îïåðàòîð Jbc(z) =: b(z)c(z) : òîêà èëè äóõîâîãî
÷èñëà ìîæíî ââåñòè è äëÿ bc-ñèñòåìû ëþáîãî ñïèíà, íî ïðè j ̸= 1

2 ýòîò òîê ÿâëÿåòñÿ àíîìàëüíûì. Àíîìà-
ëèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ â ïîÿâëåíèè ñòàðøåãî ïîëþñà (òðåòüåãî ïîðÿäêà) â îïåðàòîðíîì ðàçëîæåíèè ñ òåíçîðîì
ýíåðãèè-èìïóëüñà è/èëè â òîì, ÷òî êâàíòîâîå ñðåäíåå ⟨∂̄Jbc⟩ âîîáùå-ãîâîðÿ íå ðàâíî íóëþ, à ïðîïîðöèî-

íàëüíî êðèâèçíå ïîâåðõíîñòè R
(2)
zz̄ . Êîýôôèöèåíòû ïðè ñòàðøåì ïîëþñå è â óðàâíåíèè àíîìàëèè ñîäåðæàò

ôàêòîð (1− 2j).
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òîãäà âû÷èñëåíèå àíòèêîììóòàòîðà äàñò[
ψ̃r, ψs

]
+
=

∮
C′

0

dz′

2πi
z′s−1/2

∮
Cz′

dz

2πi
zr−1/2ψ̃(z)ψ(z′) =

=

∮
C′

0

dz′

2πi
z′s−1/2

∮
Cz′

dz

2πi

zr−1/2

z − z′
=

∮
C′

0

dz′

2πi
z′s+r−1 = δs+r,0

(9.20)

Åñëè ìîäû ôåðìèîíîâ íóìåðóþòñÿ öåëî÷èñëåííûìè èíäåêñàìè r, s ∈ Z, òî

• ïîëÿ â (9.19) íåîäíîçíà÷íû ïðè îáõîäå âîêðóã íóëÿ;

• åñòü íóëåâàÿ ìîäà [ψ̃0, ψ0]+ = 1 (ìèíèìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ýòîé àëãåáðû äâóìåð-

íî, íàïðèìåð ìàòðèöàìè

(
0 1
0 0

)
è

(
0 0
1 0

)
÷òî ñóùåñòâåííî, íàïðèìåð â òåîðèè

ôåðìèîííûõ ñòðóí.)

Îäíàêî åñëè ìû áóäåì ñ÷èòàòü r, s ∈ Z + 1
2
, òî íåîäíîçíà÷íîñòü è íóëåâàÿ ìîäà ïðîïà-

äàþò. Ïðè ðàäèàëüíîì êâàíòîâàíèè äëÿ âàêóóìà â z = 0 äëÿ íåñèíãóëÿðíîñòè äåéñòâèÿ
îïåðàòîðîâ

ψ(z)|0⟩ =
(
. . .+

ψ3/2

z2
+
ψ1/2

z
+ ψ−1/2 + . . .

)
|0⟩

ψ̃(z)|0⟩ =

(
. . .+

ψ̃3/2

z2
+
ψ̃1/2

z
+ ψ̃−1/2 + . . .

)
|0⟩

(9.21)

ìîæíî ïîòðåáîâàòü
ψr|0⟩ = ψ̃r|0⟩ = 0, r > 0 (9.22)

à îòðèöàòåëüíûå ãàðìîíèêè ψ̃−r = ψ†
r, ψ−r = ψ̃†

r, ïðè r > 0 ñ÷èòàòü îïåðàòîðàìè ðîæäåíèÿ
îäíî÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé. Òîãäà, î÷åâèäíî, ÷òî êàê ìîäû òîêà

J(z) =
∑
n∈Z

Jn
zn+1

, Jn =:
∑

r+s=n

ψ̃rψs : (9.23)

è, â ÷àñòíîñòè, îïåðàòîð çàðÿäà (èëè ÷èñëà ÷àñòèö - ïðè ýòîì ÷èñëî àíòè÷àñòèö íàäî
âû÷èòàòü!)

J0 =
∑
r>0

(
ψ̃−rψr − ψ−rψ̃r

)
=
∑
r>0

(
ψ†
rψr − ψ̃†

rψ̃r

)
=
∑
r>0

(nr − ñr) (9.24)

(ãäå nr ñr îïåðàòîðû ÷èñåë çàïîëíåíèé äëÿ ÷àñòèö è àíòè÷àñòèö, ïðèíèìàþùèå äëÿ ôåð-
ìèîíîâ çíà÷åíèÿ òîëüêî 0, 1 - ïðèíöèï Ïàóëè!) òàê è ãåíåðàòîðû àëãåáðÿ Âèðàñîðî

T (z) =
∑
n∈Z

Ln

zn+2
, Ln = 1

2
:
∑

r+s=n

(r − s)ψ̃sψr : (9.25)
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â ÷àñòíîñòè
L0 =:

∑
r

rψ̃−rψr :=
∑
r>0

r
(
ψ̃−rψr + ψ−rψ̃r

)
=

=
∑
r>0

r
(
ψ†
rψr + ψ̃†

rψ̃r

)
=
∑
r>0

r (nr + ñr)
(9.26)

âûðàæàþòñÿ ÷åðåç áèëèíåéíûå êîìáèíàöèè ôåðìèîííûõ ìîä.

Íàêîíåö, ìîæíî ïîñòàâèòü åñòåñòâåííûé âîïðîñ î âû÷èñëåíèè ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ
è ñëåäîâ ïî Ãèëüáåðòîâó ïðîñòðàíñòâó H ñîñòîÿíèé ôåðìèîííîé ñèñòåìû, êîòîðîå íàòÿ-
ãèâàåòñÿ íà áàçèñ

|0⟩ ⊕r>0 ψ−r|0⟩ ⊕r>0 ψ̃−r|0⟩ (9.27)

äâîéñòâåííûì äëÿ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ

⟨0| ⊕r>0 ⟨0|ψ̃r ⊕r>0 ⟨0|ψr (9.28)

êàê ñëåäñòâèå î÷åâèäíîãî ñïàðèâàíèÿ ⟨0|0⟩ = 1, ⟨0|ψ̃rψ−s|0⟩ = ⟨0|ψrψ̃−s|0⟩ = δr,s. Ïîñêîëüêó

L0|0⟩ = 0, L0 ψ−r|0⟩ = r ψ−r|0⟩, L0 ψ̃−r|0⟩ = r ψ̃−r|0⟩ (9.29)

òî î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ñëåäà ïî ïîëíîìó ïðîñòðàíñòâó ñîñòîÿíèé ïîëó÷àåì

TrHq
L0 =

∏
r>0

(1 + qr)2 =
∏
n≥0

(
1 + qn+1/2

)2
= q1/24

θ3(q)

η(q) (9.30)

ãäå ìû ââåëè îáîçíà÷åíèÿ

η(q) = q1/24
∞∏
n=1

(1− qn), θ3(q) =
∑
n∈Z

qn
2/2

(9.31)

äëÿ ôóíêöèè Äåäåêèíäà è òýòà-êîíñòàíòû.

9.4 Âåùåñòâåííûå ôåðìèîíû

Ïîëåçíî òàêæå èíîãäà ïåðåïèñàòü äåéñòâèå (9.12) ââåäÿ �âåùåñòâåííûå ôåðìèîíû�

ψ̃(z) =
1√
2
(Ψ1(z) + iΨ2(z))

ψ(z) =
1√
2
(Ψ1(z)− iΨ2(z))

S =
1

2π

∑
µ=1,2

∫
Σ

d2z Ψµ∂̄Ψµ

(9.32)
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è ðîâíî òàê æå ìîæíî ñäåëàòü â àíòè-ãîëîìîðôíîì ñåêòîðå. Ýòè âåùåñòâåííûå ôåðìèîíû
ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûì àíàëîãîì âîçíèêàþùèõ â äåéñòâèè äëÿ ôåðìèîííîé ÷àñòèöû, è ñ èõ
ïîìîùüþ ìîæíî íàïèñàòü äåéñòâèå ôåðìèîííîé ñòðóíû.

Ãîëîìîðôíûå íà óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ∂Ψ = 0 âåùåñòâåííûå ôåðìèîíû ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé êîíôîðìíóþ òåîðèþ ñ îïåðàòîðíûì ðàçëîæåíèåì

Ψ(z)Ψ(z′) =
1

z − z′
+O(z − z′) (9.33)

â êîòîðîé íåò òîêà åäèíè÷íîé ðàçìåðíîñòè è ñïèíà, à òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà

T (z) = −1
2
: Ψ∂Ψ(z) :=

∑
n∈Z

Ln

zn+2

Ln = 1
2
:
∑

r+s=n

rΨsΨr :, L0 =
∑
r>0

rΨ−rΨr

(9.34)

èëè åãî êîìïîíåíòû, âûðàæåííûå ÷åðåç ãàðìîíèêè

Ψ(z) =
∑
r

Ψr

zr+1/2
, [Ψr,Ψs]+ = δs+r,0, Ψr|0⟩ = 0, r > 0 (9.35)

÷òî ïðèâîäèò ê �ïîëîâèííîé ñòàòñóììå� âåùåñòâåííîãî ôåðìèîíà

TrHµq
L0 =

∏
r>0

(1 + qr) =
∏
n≥0

(
1 + qn+1/2

)
(9.36)

òàê êàê ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H = ⊗µ=1,2Hµ.

9.5 Íåìíîãî ñòàòôèçèêè è îáîáùåíèÿ íà äðóãèå òýòà-êîíñòàíòû

Äîêàæåì òåïåðü âàæíîå òîæäåñòâî (òðîéíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ßêîáè)∑
k∈Z

q
1
2
k2tk =

∏
n>0

(1− qn)
(
1 + qn−

1
2 t
)(

1 + qn−
1
2 t−1

)
(9.37)

ïðåäñòàâèâ åãî êàê ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ ñèñòå-
ìû ñâîáîäíûõ ôåðìèîíîâ ñ ýíåðãèÿìè (9.26) èëè

e−Er/T = e−
r
T = qr, r ∈ Z+ 1

2
, r > 0 (9.38)

è õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì t = eµ/T . Äðóãèìè ñëîâàìè, ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû íóìåðóþòñÿ
ïîëóöåëûìè ÷èñëàìè, ÷èñëî ÷àñòèö è àíòè÷àñòèö â êàæäîì ñîñòîÿíèè nr = 0, 1 è ñs =
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0, 1 ñîîòâåòñòâåííî, à ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö J0 = N =
∑

r(nr − ñr). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
ñòàòñóììû èìååì

Z(q, t) =
∑

e−
(E−µN)

T = Tr
(
qL0tJ0

)
=

∑
{nr};{ñr}

qr(nr+ñr)tnr−ñr =

=
∏
r>0

∑
{nr}

(qrt)nr
∏
r>0

∑
{ñr}

(
qrt−1

)ñr
=

∞∏
n=1

(
1 + qn−

1
2 t
)(

1 + qn−
1
2 t−1

) (9.39)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî òà æå ñòàòñóììà áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî
àíñàìáëÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

Z(q, t) =
∑

e−
(E−µN)

T =
∑
N∈Z

tNZN(q) (9.40)

ðÿäà ïî õèìïîòåíöèàëó ñ êîýôôèöèåíòàìè - ñòàòñóììàìè ïðè ôèêñèðîâàííîì ôåðìèîí-
íîì ÷èñëå N =

∑
k(nk − ñk).

Êàê âû÷èñëèòü ýòó ñòàòñóììó? Íà ñàìîì äåëå ìû ïðàêòè÷åñêè âåðíóëèñü ê �ãàìèëü-
òîíèàíó� (9.26) â òåðìèíàõ �÷èñåë çàïîëíåíèÿ�

H = L0 =
∑
r>0

r
(
ψ̃−rψr + ψ−rψ̃r

)
=
∑
r>0

r
(
ψ†
rψr + ψ̃†

rψ̃r

)
=
∑
r>0

(rnr + rñr) (9.41)

êîãäà ýíåðãèè ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ çàíÿòûìè óðîâíÿìè ñ nr = 1 è ñs = 1 ïðè êàêèõ-òî
r1, . . . , rl è s1, . . . , sl̃, òàê ÷òî

E =
l∑

j=1

rj +
l̃∑

k=1

sk, N = l − l̃ (9.42)

Ïóñòü ñíà÷àëà N = 0, l = l̃, òîãäà

E =
l∑

j=1

(rj + sj) =
l′∑

i=1

ki =M ≥ 0, N = 0 (9.43)

ãäåM è {ki} - öåëûå ÷èñëà, à êðîìå òîãî {ki} - ïðîèçâîëüíûå ðàçáèåíèÿM 3. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ÷èñëî òàêèõ ñîñòîÿíèé ýêâèâàëåíòíî ÷èñëó ñîñòîÿíèé

|Yk⟩ = |k1, . . . , kl′⟩ = α−k1 . . . α−kl′ |0⟩ (9.44)

3Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî l′ íåíóëåâûõ {ki} âîîáùå ãîâîðÿ îòëè÷àåòñÿ îò ÷èñëà l íåíóëåâûõ ÷èñåë çàïîëíåíèÿ
äëÿ ôåðìèíîíîâ, òàê êàê ìîæåò îêàçàòüñÿ ðàâíûì ÷èñëó ñòðîê â òðàíñïîíèðîâàííîé äèàãðàììå Þíãà.
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ñ ýíåðãèåé

L0|Yk⟩ =

(
l′∑

j=1

kj

)
|Yk⟩ (9.45)

â òåîðèè ñâîáîäíûõ áîçîíîâ èëè ñâîáîäíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â äâóìåðèè, ãäå ñòàòñóììó
ìû óæå âû÷èñëÿëè

Z0(q) = TrqL0 =
1∏

n>0(1− qn)
(9.46)

ñîâïàäàåò ñî ñòàòñóììîé (òî÷íåå - åå ãîëîìîðôíîé ÷àñòè) ñâîáîäíûõ áîçîíîâ! Åñëè æå
|N | = |l − l̃| > 0, òî ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ íåñèëüíî - åñëè ñêàæåì l > l̃, òî îíî ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ψ†

N−1/2 . . . ψ
†
1/2|0⟩ ñ ýíåðãèåé

EN =
N∑
j=1

(
j − 1

2

)
= 1

2
N2 (9.47)

íàä êîòîðûì ðàñòåò òà æå áàøíÿ èç �áîçîíîâ�. Òàêèì îáðàçîì

ZN(q) = qN
2/2Z0(q) =

qN
2/2∏

n>0(1− qn)
(9.48)

ïðè÷åì ðåçóëüòàò åñòåñòâåííî íå çàâèñèò îò çíàêà N = l − l̃. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèç-
âîäÿùåé ôóíêöèè áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ ïîëó÷àåì

Z(q, t) =
∞∏
n=1

(
1 + qn−

1
2 t
)(

1 + qn−
1
2 t−1

)
=

=
∑
N∈Z

tNZN(q) =

∑
N∈Z t

NqN
2/2∏

n>0(1− qn)

(9.49)

÷òî ýêâèâàëåíòíî ôîðìóëå òðîéíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ßêîáè. Ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà
ëåãêî ïåðåïèñàòü, ââîäÿ òýòà-ôóíêöèþ ßêîáè

Z(q, t) =

∑
N∈Z t

NqN
2/2∏

n>0(1− qn)
=

Θ(t; q)∏
n>0(1− qn)

(9.50)

â ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïåðåìåííûõ, ò.å. t = e2πiz, q = e2πiτ .

Ôîðìóëà (9.49) èìååò íåêîòîðûå î÷åâèäíûå ñëåäñòâèÿ. Íàïðèìåð, ìîæíî ââåñòè îïå-
ðàòîð ôåðìèîííîãî ÷èñëà F è ôåðìèîííîé ÷åòíîñòè (−)F , òàêèå, ÷òî

(−)F |0⟩ = |0⟩, (−)F ψ−r|0⟩ = −ψ−r|0⟩, (−)F ψ̃−r|0⟩ = −ψ−r|0⟩, ∀r[
(−)F , ψr

]
+
= 0,

[
(−)F , ψ̃r

]
+
= 0, ∀r

(9.51)
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è ò.ä. 4 Òîãäà èç (9.49) ïðè t = −1 î÷åâèäíî, ÷òî

TrH(−)F qL0 =
∏
r>0

(1− qr)2 =
∏
n≥0

(
1− qn+1/2

)2
= q1/24

θ4(q)

η(q) (9.52)

ãäå ïîÿâëÿåòñÿ äðóãàÿ òýòà-êîíñòàíòà

θ4(q) =
∑
n∈Z

(−)nqn
2/2

(9.53)

Íàêîíåö, åñëè ìû âäðóã äîïóñòèì, ÷òî öåëî÷èñëåííûå ôåðìèîííûå ãàðìîíèêè òîæå èìå-
þò ñìûñë (çàáûâ ïîêà ïðî ïðîáëåìó ñ êâàçèïåðèîäè÷íîñòüþ èëè äâóçíà÷íîñòüþ è ïðî
íóëåâóþ ìîäó), òî ôîðìàëüíî çàìåíèâ â (9.30) ïîëóöåëûå èíäåêñû íà öåëûå, ïîëó÷èì

TrqL0 =
∏
n>0

(1 + qn)2 =
q−1/12θ2(q)

2η(q)
(9.54)

ãäå óæå

θ2(q) =
∑

r∈Z+1/2

qr
2/2

(9.55)

Íàêîíåö ñàìûé èíòåðåñíûé è íåîæèäàííûé ðåçóëüòàò äîëæåí áûë áû ïîëó÷èòüñÿ ñ ÷åò-
âåðòîé èçâåñòíîé òýòà-êîíñòàíòîé θ1(q) = 0. Ñ íåêîòîðîé íàòÿæêîé åãî ìîæíî çàðàáîòàòü
ïåðåîïðåäåëèâ ñíà÷àëà (9.54) íà êîíå÷íóþ êîíñòàíòó è ïåðåïèñàâ â âèäå

TrqL0 =
∏
n≥0

(1 + qn)2 =
2q−1/12θ2(q)

η(q)
(9.56)

íó è òîãäà "ïî÷òè î÷åâèäíî, ÷òî"

Tr(−)F qL0 =
∏
n≥0

(1− qn)2 = 0 (9.57)

4Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò îïåðàòîð ñîâïàäàåò F = J0 = N ïî ìîäóëþ 2, ò.å. (−)F = (−)J0 .
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