
Çàäà÷è ïî ãðóïïàì è àëãåáðàì Ëè, ñåìåñòð 2, ëèñòîê 1. Ïðåäñòàâëåíèÿ
àëãåáðû Ëè sl2 .

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè �10� ïî äàííîìó ëèñòêó íàäî ñäàòü 80% ïóíêòîâ çàäà÷ áåç çâåçäî÷êè. Ïóíêò
ñî çâåçäî÷êîé çàìåíÿåò 2 ïóíêòà áåç çâåçäî÷êè. Ñëåäóþùèé ëèñòîê áóäåò âûäàí 1 ôåâðàëÿ.

Â äàííîì ëèñòêå îñíîâíîå ïîëå âñåãäà C , ò.å. èçó÷àþòñÿ êîìïëåêñíûå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Ëè sl2(C)
(èëè sl2(C)-ìîäóëè, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, U(sl2(C))-ìîäóëè). Çàôèêñèðóåì ñòàíäàðòíûå îáðàçóþùèå e, f, h
àëãåáðû Ëè sl2 , òàêèå, ÷òî

[e, f ] = h, [h, e] = 2e, [h, f ] = −2f.

Êàòåãîðèåé O íàçûâàåòñÿ êàòåãîðèÿ sl2 -ìîäóëåé V , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

(1) V êîíå÷íî ïîðîæäåí êàê U(sl2)-ìîäóëü.
(2) Ýëåìåíò h ∈ sl2 äåéñòâóåò íà V ïîëóïðîñòî, ò.å. V =

⊕
λ∈C

V (λ) , ãäå ∀v ∈ V (λ) hv = λv .

(3) Ýëåìåíò e ∈ sl2 äåéñòâóåò íà V ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíî, ò.å. ∀v ∈ V ∃N ∈ Z>0 eNv = 0 .

1. à) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé êîíå÷íîìåðíûé sl2 -ìîäóëü ëåæèò â êàòåãîðèè O . á) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ
âñÿêîãî ìîäóëÿ V èç êàòåãîðèè O âñå âåñîâûå ïîäïðîñòðàíñòâà V (λ) êîíå÷íîìåðíû. â) Äîêàæèòå, ÷òî
äëÿ âñÿêîãî ìîäóëÿ V èç êàòåãîðèè O ìíîæåñòâî òàêèõ λ ∈ C , ÷òî V (λ) ̸= 0 , îãðàíè÷åíî ñâåðõó (ò.å.
Reλ îãðàíè÷åíû ñâåðõó) è ëåæèò â êîíå÷íîì îáúåäèíåíèè ñìåæíûõ êëàññîâ C/Z .

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîïîëíåííàÿ âåðñèÿ êàòåãîðèè O , â êîòîðîé óñëîâèå êîíå÷íîé ïîðîæäåííîñòè çàìåíå-
íî íà óñëîâèÿ 1á)-1â). Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà, ìû áóäåì ðàáîòàòü èìåííî ñ ýòîé (ïîïîëíåííîé) êàòå-
ãîðèåé, è áóäåì èìåííî åå îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì O .

2. à)Ïóñòü V � sl2 -ìîäóëü èç êàòåãîðèè O . Õàðàêòåðîì ìîäóëÿ V íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíûé ðÿä χV (q) :=∑
λ∈Z

qλ dimV (λ) . Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0 −→ U −→ V −→ W −→ 0 èìååì χV (q) = χU (q)+

χW (q) . á) Äîêàæèòå, ÷òî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîäóëåé èç êàòåãîðèè O ñíîâà ëåæèò â êàòåãîðèè O

è χU⊗V (q) = χU (q)χV (q) .

3. Ìîäóëåì Âåðìà ñî ñòàðøèì âåñîì λ íàçûâàåòñÿ sl2 -ìîäóëü

Mλ := U(sl2)/(U(sl2)e+ U(sl2)(h− λ)).

Îáðàç ýëåìåíòà 1 ∈ U(sl2) íàçûâàåòñÿ ñòàðøèì âåêòîðîì è îáîçíà÷àåòñÿ vλ ∈ Mλ à) Äîêàæèòå, ÷òî
ìîäóëü Âåðìà ëåæèò â êàòåãîðèè O . á) Âû÷èñëèòå õàðàêòåð ìîäóëÿ Âåðìà. Óêàçàíèå: ïî òåîðåìå ÏÁÂ
âåêòîðû fkvλ, k ∈ Z≥0 îáðàçóþò áàçèñ â Mλ .

Ïóñòü V � sl2 -ìîäóëü èç êàòåãîðèè O . Âåêòîð v ∈ V (λ) íàçûâàåòñÿ îñîáûì âåêòîðîì âåñà λ , åñëè
ev = 0 .

4. à) Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì sl2 -ìîäóëå èç êàòåãîðèè O åñòü íåíóëåâûå îñîáûå âåêòîðû. á) Äîêàæèòå,
÷òî ìîäóëü Âåðìà Mλ îáëàäàåò (è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ) ñëåäóþùèì óíèâåðñàëüíûì ñâîéñòâîì:
äëÿ ëþáîãî ìîäóëÿ V èç êàòåãîðèè O è îñîáîãî âåêòîðà v ∈ V âåñà λ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
ãîìîìîðôèçì φ : Mλ −→ V òàêîé, ÷òî φ(vλ) = v . â) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ λ ̸∈ Z≥0 ìîäóëü Mλ íåïðèâîäèì.
Óêàçàíèå: â ïîäìîäóëå äîëæåí áûòü îñîáûé âåêòîð. ã) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ λ ∈ Z≥0 èìååòñÿ òî÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0 −→ M−2−λ −→ Mλ −→ Vλ −→ 0 , ãäå Vλ � êîíå÷íîìåðíûé íåïðèâîäèìûé ìîäóëü.
Óêàçàíèå: Íàéäèòå âñå îñîáûå âåêòîðû è âîñïîëüçóéòåñü óíèâåðñàëüíûì ñâîéñòâîì ìîäóëÿ Âåðìà.

5. Ïóñòü V � sl2 -ìîäóëü èç êàòåãîðèè O . Êîíòðàãðåäèåíòíî äâîéñòâåííûì ìîäóëåì íàçûâàåòñÿ ïðî-
ñòðàíñòâî V ∨ :=

⊕
λ∈C

V (λ)∗ , íà êîòîðîì îïåðàòîð e äåéñòâóåò êàê f∗ , h êàê −h∗ , à f êàê e∗ . à) Äîêà-

æèòå, ÷òî ìîäóëü V ∨ ëåæèò â êàòåãîðèè O . á) Äîêàæèòå, ÷òî χV (q) = χV ∨(q) . â) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ
λ ̸∈ Z≥0 ìîäóëü M∨

λ íåïðèâîäèì è èçîìîðôåí Mλ . ã) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ λ ∈ Z≥0 èìååòñÿ òî÷íàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü 0 −→ Vλ −→ M∨

λ −→ M∨
−2−λ −→ 0 .

6. à) Äîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíò C = ef + fe + 1
2h

2 (íàçûâàåìûé ýëåìåíòîì Êàçèìèðà) ëåæèò â öåíòðå
óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû U(sl2) . Óêàçàíèå: ýëåìåíò ëåæèò â öåíòðå U(g) , åñëè è òîëüêî
åñëè îí êîììóòèðóåò ñî âñåìè ýëåìåíòàìè àëãåáðû Ëè g . á∗ ) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò àëãåáðû
U(sl2) ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëåí â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ âèäà



eihjCk è f ihjCk, ãäå i, j, k � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü òåîðåìîé ÏÁÂ.
â∗ ) Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð àëãåáðû U(sl2) ïîðîæäåí ýëåìåíòîì C .

7. à) Äîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíò Êàçèìèðà äåéñòâóåò íà ìîäóëÿõ èç êàòåãîðèè O , ñîõðàíÿÿ âåñîâîå ðàçëî-
æåíèå. á)Äîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíò Êàçèìèðà äåéñòâóåò ñêàëÿðîì íà ìîäóëå Âåðìà, è âû÷èñëèòå ýòîò ñêàëÿð
â çàâèñèìîñòè îò ñòàðøåãî âåñà ìîäóëÿ. â)Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì ìîäóëå èç êàòåãîðèè O êîðíåâûå ïðîñòðàí-
ñòâà îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòà Êàçèìèðà ÿâëÿþòñÿ ïîäìîäóëÿìè. Òàêèì îáðàçîì, âñÿêèé ìîäóëü èç êàòå-
ãîðèè O ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó sl2 -ïîäìîäóëåé ïî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ýëåìåíòà Êàçèìèðà.
ã)Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íà ìîäóëÿõ U è V ýëåìåíò Êàçèìèðà äåéñòâóåò ñ ðàçëè÷íûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷å-
íèÿìè, òî ìåæäó ìîäóëÿìè U è V íå ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûõ ãîìîìîðôèçìîâ è ðàñøèðåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, êàòåãîðèÿ O ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ýëåìåíòà Êàçèìèðà â ïðÿìóþ
ñóììó ïîäêàòåãîðèé Oλ , λ ∈ C , òàêèõ ìîäóëåé èç êàòåãîðèè O , íà êîòîðûõ ýëåìåíò Êàçèìèðà äåéñòâóåò

(âîçìîæíî, íå ïîëóïðîñòî) ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ(λ+2)
2 (â ÷àñòíîñòè, Oλ = O−2−λ ).

8. à) Ïîêàæèòå, ÷òî ìîäóëè Vλ, Mλ, M∨
λ ëåæàò â êàòåãîðèè Oλ . á) Ïîêàæèòå, ÷òî îñîáûå âåêòîðû â

sl2 -ìîäóëå èç êàòåãîðèè Oλ íå ìîãóò èìåòü âåñîâ, îòëè÷íûõ îò λ è −2−λ . â) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ λ ̸∈ Z
âñÿêèé îáúåêò â êàòåãîðèè Oλ åñòü ïðÿìàÿ ñóììà íåñêîëüêèõ êîïèé Mλ è íåñêîëüêèõ êîïèé M−2−λ .
Â ÷àñòíîñòè, âñÿêèé íåðàçëîæèìûé îáúåêò ýòîé êàòåãîðèè íåïðèâîäèì, ò.å. êàòåãîðèÿ ïîëóïðîñòà. ã)
Äîêàæèòå, ÷òî êàòåãîðèÿ O−1 ïîëóïðîñòà, è íàéäèòå â íåé âñå íåïðèâîäèìûå îáúåêòû.

9. à) Ïóñòü λ ̸∈ Z . Ðàññìîòðèì ìîäóëü P := Mλ⊗M−λ . Ïîêàæèòå, ÷òî P ñîäåðæèò îñîáûå âåêòîðû âñåõ
âåñîâ −2k äëÿ âñåõ k ∈ Z≥0 . á) Ïîêàæèòå, ÷òî P = P−2⊕

⊕
k≥2

M−2k , ãäå P−2 � ïîäìîäóëü, ïîðîæäåííûé

âåñîâûì ïðîñòðàíñòâîì P (−2) . â) Äîêàæèòå, ÷òî P−2 ÿâëÿåòñÿ íåðàçëîæèìûì îáúåêòîì êàòåãîðèè O0 .
ã) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé íåðàçëîæèìûé îáúåêò êàòåãîðèè O0 èçîìîðôåí îäíîìó èç ñëåäóþùèõ ïÿòè:
V0, M0, M∨

0 , M−2, P−2 .

10∗ . Ðàçëîæèòå â ïðÿìóþ ñóììó íåðàçëîæèìûõ îáúåêòîâ òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå à) Mλ ⊗ Mµ ; á)
M∨

λ ⊗ M∨
µ ; â) Mλ ⊗ M∨

µ . Óêàçàíèå: îòâåò çàâèñèò îò òîãî, ÿâëÿþòñÿ ëè öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè
êàæäîå èç ÷èñåë λ, µ, λ+ µ .

11∗ . à) Îïèøèòå âñå íåðàçëîæèìûå îáúåêòû â êàòåãîðèè Oλ äëÿ λ ∈ Z≥0 . á) Êàêèå èç ýòèõ îáúåêòîâ
íåïðèâîäèìû? â) Êàêèå èç íèõ ïðîåêòèâíû? ã) Äîêàæèòå, ÷òî â êàòåãîðèè O äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðîåê-
òèâíûõ îáúåêòîâ. ä) Âûïèøèòå ïðîåêòèâíóþ ðåçîëüâåíòó òðèâèàëüíîãî ìîäóëÿ â êàòåãîðèè O . å) Òîò
æå âîïðîñ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìîäóëÿ èç êàòåãîðèè O .

12. à) Ãðóïïà Ëè SL2(C) äåéñòâóåò äðîáíî-ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè CP1 , òàê ÷òî ïîäãðóïïà exp te ⊂
SL2 ñòàáèëèçèðóåò òî÷êó ∞ ∈ CP1 . Ïîëó÷àåòñÿ ãîìîìîðôèçì sl2 â àëãåáðó Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé íà CP1 . Âû-
ïèøèòå îáðàçû ýëåìåíòîâ e, h, f â êîîðäèíàòå íà ñòàíäàðòíîé àôôèííîé êàðòå CP1\∞ . á) Ïî óíèâåð-
ñàëüíîìó ñâîéñòâó àëãåáðû U(sl2) , èìååì ãîìîìîðôèçì U(sl2) â àëãåáðó ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
îïåðàòîðîâ íà CP1 . Îïèøèòå ÿäðî ýòîãî ãîìîìîðôèçìà. â∗ ) Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò ãîìîìîðôèçì ñþðú-
åêòèâåí.

13. à)Ïîëüçóÿñü ãîìîìîðôèçìîì èç çàäà÷è 12à, ïîñòðîéòå äåéñòâèå àëãåáðû Ëè sl2 íà ïðîñòðàíñòâå C[z]
ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé íà ñòàíäàðòíîé àôôèííîé êàðòå. á)Ïîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷èëñÿ íåðàçëîæèìûé
ìîäóëü èç êàòåãîðèè O0 , èçîìîðôíûé M∨

0 . â
∗ )Ïîñòðîéòå äåéñòâèå àëãåáðû Ëè sl2 íà ïðîñòðàíñòâå îáîá-

ùåííûõ ôóíêöèé íà CP1 , ñîñðåäîòî÷åííûõ â òî÷êå ∞ , è ïîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷èâøèéñÿ ìîäóëü èçîìîðôåí
M0 .

14. Âåêòîðíûå ïîëÿ íà àôôèííîé ïðÿìîé äåéñòâóþò íà òåíçîðíûõ ïîëÿõ ñòåïåíè m ∈ C , ò.å. íà
âûðàæåíèÿõ âèäà F (z)(dz)m, F (z) ∈ C[z] , ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g(z)
∂

∂z
(F (z)(dz)m) := (g(z)F ′(z) +mg′(z)F (z))(dz)m.

à) Ïîêàæèòå, ÷òî ýòî â ñàìîì äåëå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé. á) Ïîêàæèòå, ÷òî
îãðàíè÷åíèå ýòîãî ïðåäñòàâëåíèå íà ïîäàëãåáðó Ëè sl2 èç çàäà÷è 12à äàåò sl2 -ìîäóëü M∨

−2m .


