
0.1. Ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà è áàçèñû

1. Îïðåäåëåíèå. Âåùåñòâåííîå èëè êîìïëåêñíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî
E íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì, åñëè îíî íàäåëåíî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, ò. å.
ñêàëÿðíîé ôóíêöèåé

x, y 7→ (x, y)
íà E × E, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(i) (x, x) > 0, ïðè÷åì (x, x) = 0 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî x = 0,
(ii) ôóíêöèè x 7→ (x, y) ëèíåéíû,
(iii) (x, y) = (y, x), ÷òî â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå åñòü (x, y) = (y, x).

2. Ïðèìåð. (i) IRn: (x, y) =
∑n

i=1 xiyi,
(ii) Cn: (u, v) =

∑n
i=1 uivi,

(iii) ïðîñòðàíñòâî C2[a, b] íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà [a, b] ñ

(f, g)2 :=
∫ b

a
fg dx

â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå è

(f, g)2 :=
∫ b

a
fg dx

â êîìïëåêñíîì; ìîæíî âçÿòü áîëåå øèðîêîå ïðîñòðàíñòâî R2[a, b] èíòåãðèðóå-
ìûõ ïî Ðèìàíó ôóíêöèé ñ òåì æå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

(iv) ïðîñòðàíñòâî l2 âñåõ âåùåñòâåííûõ (èëè êîìïëåêñíûõ) ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé x = (xn), äëÿ êîòîðûõ

∞∑
n=1

|xn|2 < ∞

ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(x, y) =
∞∑

n=1

xnyn.

Ïîñëåäíèé ðÿä ñõîäèòñÿ, èáî |xnyn| 6 x2
n+y2

n. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
âñå íóæíûå óñëîâèÿ âûïîëíåíû (â ÷àñòíîñòè, óêàçàííûå ìíîæåñòâà � ëèíåéíûå
ïðîñòðàíñòâà).

Íîðìà íà åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ââîäèòñÿ ôîðìóëîé

‖x‖ =
√

(x, x).

Òîò ôàêò, ÷òî ýòî íîðìà, ò. å. ‖λ‖ = |λ| ‖x‖, ‖x‖ = 0 â òî÷íîñòè ïðè x = 0 è
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà ‖x + y‖ 6 ‖x‖ + ‖y‖, ñëåäóåò èç ñâîéñòâ
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è íåðàâåíñòâà Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî

|(x, y)| 6 ‖x‖ ‖y‖,
ðàâíîñèëüíîãî íåðàâåíñòâó

|(x, y)|2 6 (x, x)(y, y).

Ïîñëåäíåå âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà (x − ty, x − ty) > 0 ∀ t. Íàïðèìåð, â âåùå-
ñòâåííîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì

t2(y, y)− 2t(x, y) + (x, x) > 0,

òàê ÷òî íåîòðèöàòåëüíîñòü äèñêðèìèíàíòà äàåò íåðàâåíñòâî Êîøè � Áóíÿêîâ-
ñêîãî (ìîæíî ïðîñòî ïîäñòàâèòü t = (x, y)/(y, y)).

Äëÿ íîðìû åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ïàðàëëåëîãðàììà

‖x + y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2.
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3. Îïðåäåëåíèå. Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ãèëüáåðòîâûì (Hilbert
space), åñëè îíî ïîëíî îòíîñèòåëüíî íîðìû, ïîðîæäåííîé ñêàëÿðíûì ïðîèçâå-
äåíèåì, ò. å. âñÿêàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ â íåì.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîì vn ôóíäàìåíòàëüíà ïî íîðìå,
åñëè äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå N , ÷òî ‖vn − vm‖ < ε ïðè âñåõ n, m > N .

4. Ïðèìåð. (i) Ïðîñòðàíñòâà IRn è Cn ïîëíû.
(ii) Ïðîñòðàíñòâî l2 ïîëíî. Â ñàìîì äåëå, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîì

vn = (vn
1 , vn

2 , . . .) ôóíäàìåíòàëüíà, òî ïðè ôèêñèðîâàííîì k ôóíäàìåíòàëüíà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë vn

k : |vn
k − vm

k | 6 ‖vn − vm‖. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ïðåäåë
vk = lim

n→∞
vn
k .

Ïðè ýòîì v = (vk) ∈ l2 è ‖vn − v‖ → 0.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ε > 0. Íàéäåì N ñ ‖vn − vm‖ 6 ε ïðè âñåõ n, m > N .

Ýòî çíà÷èò, ÷òî
∞∑

k=1

|vn
k − vm

k |2 6 ε2.

Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

M∑
k=1

|vn
k − vm

k |2 6 ε2 ∀M > 1.

Ïðè m →∞ ïîëó÷àåì

M∑
k=1

|vn
k − vk|2 6 ε2 ∀M > 1.

Çíà÷èò,
∞∑

k=1

|vn
k − vk|2 6 ε2.

Òîãäà vn − v ∈ l2 è ïîòîìó v ∈ l2. Êðîìå òîãî, ‖vn − v‖ 6 ε ïðè n > N .
(iii) Ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî l20 â l2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà

(x1, . . . , xn, 0, 0, . . .)

íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì èç l2. Íàïðèìåð, âåêòîðû

(1,
1
2
, . . . ,

1
2n

, 0, 0, . . .)

îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íî ïðåäåëà â l20 ó íåå íåò.
(iv) Ïðîñòðàíñòâà C2[a, b] è R2[a, b] íå ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè. Íàïðèìåð, ìîæíî

âçÿòü ôóíêöèþ f(t) = I[0,1/2](t) � èíäèêàòîð îòðåçêà [0, 1/2] â [0, 1]; ëåãêî óñòðî-
èòü ñõîäÿùóþñÿ ê íåé â R2[0, 1] ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé fn,
ðàâíûõ 0 íà [0, 1/2 − 1/n], 1 íà [1/2, 1], ëèíåéíûõ íà [1/2 − 1/n, 1/2]. Ëåãêî çà-
ìåòèòü, ÷òî ñðåäè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ó {fn} íåò ïðåäåëà, ïîýòîìó C2[0, 1]
íåïîëíî. Íî íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî è R2[0, 1] íåïîëíî (ïðîâåðüòå).

5. Îïðåäåëåíèå. Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì, åñ-
ëè â íåì åñòü ñ÷åòíàÿ âñþäó ïëîòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ò. å. ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü, ïðèñóòñòâóþùàÿ âî âñÿêîì øàðå ïîëîæèòåëüíîãî ðàäèóñà.

Âñå óêàçàííûå âûøå ïðîñòðàíñòâà ñåïàðàáåëüíû (ïðîâåðüòå). Âîò ïðèìåð
íåñåïàðàáåëüíîãî: ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé íà ïðÿìîé, îòëè÷íûõ îò íóëÿ
ëèøü â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê, ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(x, y) =
∑

t

x(t)y(t).
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Ðàññòîÿíèå ñ÷èòàåòñÿ ïî ôîðìóëå

‖x− y‖ =
√∑

t

|x(t)− y(t)|2.

Ìåæäó òî÷êàìè δs, ãäå δs(t) = 1 ïðè t = s è δs(t) = 0 ïðè t 6= s, âçàèìíûå
ðàññòîÿíèÿ ðàâíû

√
2. Òàêèõ òî÷åê êîíòèíóóì, ïîýòîìó âî âñå øàðû ðàäèóñà

1/2 ñ öåíòðàìè â δs íå ìîæåò ïîïàäàòü ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî.

6. Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ åäèíè÷íîé
äëèíû â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé.

Îðòîíîðìèðîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {en} íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðî-
âàííûì áàçèñîì â E, åñëè äëÿ âñÿêîãî x ∈ E íàéäóòñÿ ÷èñëà {cn}, äëÿ êîòîðûõ

x =
∞∑

n=1

cnen ,

ãäå ðÿä ñõîäèòñÿ ïî íîðìå â E, ò. å.∥∥∥x−
N∑

n=1

cnen

∥∥∥ → 0, N →∞.

7. Ïðèìåð. Â l2 áàçèñ îáðàçóþò âåêòîðû

en = (0, . . . , 0, 1, 0, . . .)

ñ 1 íà ìåñòå n.
Â êîìïëåêñíîì R2[0, 2π] èëè C2[0, 2π] áàçèñ îáðàçóþò ôóíêöèè

1√
2π

einx, n ∈ Z.

Î÷åâèäíî, ÷òî îíè îðòîíîðìèðîâàíû, íî áàçèñíîñòü íå òàê î÷åâèäíà, äàëåå ïðî-
âåðèì.

Â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå íàäî áðàòü
√

π
−1 sinnx, 1/

√
2π,

√
π
−1 cos nx, n ∈ IN.

Äëÿ ñóìì SN =
∑N

n=1 cnen èìååò ìåñòî î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî

‖SN‖2 =
∥∥∥ N∑

n=1

cnen

∥∥∥2
=

( N∑
n=1

cnen,
N∑

n=1

cnen

)
=

N∑
n=1

|cn|2.

Äëÿ ðàçëè÷íûõ N è N ′ ñ N ′ > N íàõîäèì

‖SN ′ − SN‖2 =
∥∥∥ N ′∑

n=N+1

cnen

∥∥∥2
=

N ′∑
n=N+1

|cn|2.

Ýòè ïðîñòûå ðàâåíñòâà ëåæàò â îñíîâå áîëüøèíñòâà îñíîâîïîëàãàþùèõ ðåçóëü-
òàòîâ òåîðèè ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Åñëè e1, . . . , en � êîíå÷íàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà, òî äëÿ âñÿêîãî âåê-
òîðà x ∈ E ìîæíî âçÿòü ïðîåêöèþ

Pnx =
n∑

i=1

(x, ei)ei

íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó En âåêòîðîâ e1, . . . , en. ßñíî, ÷òî

(x− Pnx, ei) = (x, ei)− (x, ei) = 0

äëÿ âñåõ i, ïîýòîìó x− Pnx îðòîãîíàëåí âñÿêîìó âåêòîðó èç En. Ïîýòîìó

‖x‖2 = ‖x− Pnx‖2 + ‖Pnx‖2.
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Êðîìå òîãî, Pnx � áëèæàéøèé ê x ýëåìåíò â En è òàêîé ýëåìåíò òîëüêî îäèí:
äëÿ âñÿêîãî y ∈ En èìååì

‖x− y‖2 = ‖x− Pnx + Pnx− y‖2 = ‖x− Pnx‖2 + ‖Pnx− y‖2,

÷òî ðàâíî ‖x− Pnx‖2 ëèøü ïðè y = Pnx, à â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ñòðîãî áîëüøå.

8. Ñëåäñòâèå. (íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ) Äëÿ âñÿêîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñè-
ñòåìû {en} è âñÿêîãî x

∞∑
n=1

|(x, en)|2 6 ‖x‖2.

Â ÷àñòíîñòè, (x, en) → 0.

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî èç òîãî, ÷òî îöåíêà âåðíà äëÿ êîíå÷íûõ ñóìì.
Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè g ∈ R2[0, 2π] èìååì∑

n∈Z

∣∣∣∣∫ 2π

0
g(x)e−int dt

∣∣∣∣2 < ∞.

Ëþáàÿ êîíå÷íàÿ èëè ñ÷åòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ vn äàåò îðòî-
íîðìèðîâàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ òîé æå ëèíåéíîé îáîëî÷êîé ñ ïîìîùüþ
ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðû îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàììà � Øìèäòà. Äëÿ ýòîãî ïðè
v1 6= 0 ïîëîæèì e1 = v1/‖v1‖, âîçüìåì â {vn} ïåðâûé ëèíåéíî íåçàâèñèìûé ñ
v1 âåêòîð vk2 è â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ïîðîæäåííîì e1 è vk2 , âîçüìåì åäè-
íè÷íûé âåêòîð e2, îðòîãîíàëüíûé e1. Ïîñòðîåíèå ïðîäîëæàåòñÿ ïî èíäóêöèè:
åñëè âåêòîðû e1, . . . , en óæå ïîñòðîåíû è èõ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà En íå ñîâïàäà-
åò ñ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé {vn}, òî âîçüìåì ïåðâûé âåêòîð vkn+1 , íå ïîïàâøèé
â En, è â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå, ïîðîæäåííîì vkn+1 è En, íàéäåì åäèíè÷íûé
âåêòîð en+1, îðòîãîíàëüíûé En. Â èòîãå ïîëó÷èòñÿ èñêîìàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ
ñèñòåìà. Â ñåïàðàáåëüíîì ïðîñòðàíñòâå îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà ïîçâîëÿåò ëåãêî
ïîëó÷èòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.

9. Òåîðåìà. Â êàæäîì ñåïàðàáåëüíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E 6= 0 ñó-
ùåñòâóåò êîíå÷íûé èëè ñ÷åòíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Ïðè ýòîì áàçèñ
ìîæíî âûáðàòü â ëèíåéíîé îáîëî÷êå ïðîèçâîëüíîãî âñþäó ïëîòíîãî ñ÷åòíîãî
ìíîæåñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì âñþäó ïëîòíîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî {vn} è ïðè-
ìåíèì ê íåìó ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè. Ïîëó÷åííàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {en} � áàçèñ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà x è âñÿêîãî
ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé âåêòîð vn, ÷òî ‖x − vn‖ < ε. Ïî ïîñòðîåíèþ vn âõîäèò â
ëèíåéíóþ îáîëî÷êó âåêòîðîâ e1, . . . , eN ïðè íåêîòîðîì N 6 n. Ñëåäîâàòåëüíî,∥∥∥x−

N∑
i=1

(x, ei)ei

∥∥∥ 6 ‖x− xn‖ < ε.

Òîãäà òàê æå ïðè âñåõ k > N èìååì∥∥∥x−
k∑

i=1

(x, ei)ei

∥∥∥ < ε,

ò. å. ðÿä ñ îáùèì ÷ëåíîì (x, ei)ei ñõîäèòñÿ ïî íîðìå ê x. �

10. Ñëåäñòâèå. Äëÿ âñÿêîãî ñåïàðàáåëüíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà åñòü
ëèíåéíîå âëîæåíèå â l2 íàä ñîîòâåòñòâóþùèì ïîëåì ñ ñîõðàíåíèåì ñêàëÿð-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {en}� îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ñåïàðàáåëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà H. Ôîðìóëà

j(x) = ((x, en))∞n=1,

çàäàåò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå â l2 â ñèëó íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ, ïðè÷åì

(j(x), j(y))l2 =
∞∑

n=1

(x, en)(y, en) = (x, y).

Â ñàìîì äåëå,

AN =
N∑

n=1

(x, en)en → x, BN =
N∑

n=1

(y, en)en → y,

ïîýòîìó
∑N

n=1(x, en)(y, en) = (AN , BN ) → (x, y). Ïîñëåäíåå âèäíî èç ñîîòíîøå-
íèé

(x, y)− (AN , BN ) = (x, y)− (x,BN ) + (x,BN )− (AN , BN ),

|(x, y −BN )| 6 ‖x‖ ‖y −BN‖ → 0,

|(x−AN , BN )| 6 ‖x−AN‖ ‖BN‖ 6 ‖x−AN‖ ‖y‖ → 0,

ãäå ïðèìåíåíû íåðàâåíñòâà Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî è Áåññåëÿ. �

Èç ñóùåñòâîâàíèÿ áàçèñà âûòåêàåò ñëåäóþùèé êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò îá
èçîìîðôèçìå áåñêîíå÷íîìåðíûõ ñåïàðàáåëüíûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ �
òåîðåìà Ðèññà�Ôèøåðà. Ïîä èçîìîðôèçìîì çäåñü ïîíèìàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ëè-
íåéíîé èçîìåòðèè (ñîõðàíÿþùåé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå).

11. Òåîðåìà. Âñÿêîå áåñêîíå÷íîìåðíîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðî-
ñòðàíñòâî H ëèíåéíî èçîìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâó l2 íàä ñîîòâåòñòâóþùèì
ïîëåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðåäûäóùåì ñëåäñòâèè èìååì j(H) = l2. Äåéñòâè-
òåëüíî, äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà (xn)∞n=1 èç ïðîñòðàíñòâà l2 ðÿä

∑∞
n=1 xnen ñõîäèòñÿ

ïî íîðìå â H, èáî ∥∥∥m+k∑
n=m

xnen

∥∥∥2
=

m+k∑
n=m

|xn|2,

÷òî äàåò ôóíäàìåíòàëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì. Äëÿ ñóììû
x ýòîãî ðÿäà èìååì j(x) = (xn)∞n=1. �

Åñëè áåñêîíå÷íîìåðíîå E íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, òî âëîæåíèå j äàñò íå âñå l2

(èíà÷å E áûëî áû èçîìîðôíî l2 è áûëî áû ïîëíûì).

12. Ñëåäñòâèå. Âñÿêîå íåïîëíîå ñåïàðàáåëüíîå åâêëèäîâî E ïðîñòðàíñòâî
èìååò ãèëüáåðòîâî ïîïîëíåíèå, ò. å. èìååòñÿ òàêîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-
ñòâî H, ÷òî ëèíåéíî E èçîìåòðè÷íî âñþäó ïëîòíîìó ëèíåéíîìó ïîäïðîñòðàí-
ñòâó â H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî âçÿòü j(E) â l2 � òîãäà j(E) âñþäó ïëîòíî, èáî
ñîäåðæèò áàçèñ èç l2. �

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî en(x) = exp(inx)/
√

2π � áàçèñ â R2[0, 2π]. Òàê êàê
ôóíêöèè èç R2[0, 2π] ëåãêî ïðèáëèæàþòñÿ ïî íîðìå ñòóïåí÷àòûìè, à ñòóïåí÷à-
òûå � êóñî÷íî-ëèíåéíûìè, òî äîñòàòî÷íî óìåòü ïðèáëèæàòü ïîñëåäíèå. Â ýòîì
ñëó÷àå âåðíî ÷óòü áîëüøå � ïðèáëèæàòü ìîæíî ðàâíîìåðíî. Âåðåí òàêîé ôàêò.
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13. Ïðåäëîæåíèå. Äëÿ âñÿêîé íåïðåðûâíîé êîìïëåêñíîé ôóíêöèè f íà
[0, 2π] ñ f(0) = f(2π), èìåþùåé êóñî÷íî-íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ, ðÿä

(2π)−1/2
∑
n∈Z

(f, en)2 exp(inx)

ñõîäèòñÿ ê f(x) ðàâíîìåðíî íà [0, 2π].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòîò ôàêò íå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì, èáî âåðåí íå äëÿ
âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Áîëåå òîãî, êàê íè ñòðàííî, òðèâèàëüíîé ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà, èáî ïî ôîðìóëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì

(f, en)2 =
1√
2π

∫ 2π

0
f(t)e−int dt =

1
in
√

2π

∫ 2π

0
f ′(t)e−int dt

ïðè n 6= 0. Çíà÷èò,

|(f, en)2| =
1
n
|(f ′, en)2| 6

1
n2

+ |(f ′, en)2|2,

îòêóäà ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ äëÿ ôóíêöèè f ′ ∈ R2[0, 2π] ñëåäóåò àáñî-
ëþòíàÿ è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà èç (f, en)2en.

Îäíàêî íåî÷åâèäíûì îêàçûâàåòñÿ òî, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå x0

èìåííî ê f(x0). Ïðîâåðèì ýòî. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé x0 = 0, èáî,
ïðîäîëæèâ f ïåðèîäè÷åñêè íà âñþ ïðÿìóþ, äëÿ ôóíêöèè g(x) = f(x0+x) èìååì∫ 2π

0
g(t)e−int dt =

∫ 2π

0
f(x0 + t)e−int dt = einx0

∫ x0+2π

x0

f(s)e−ins ds =

= einx0

∫ 2π

0
f(s)e−ins ds

â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè. Òàêèì îáðàçîì, (g, en)2 = einx0(f, en)2. Äàëåå, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî f(0) = 0, âû÷èòàÿ ïîñòîÿííóþ.

Èòàê, â ñëó÷àå f(0) = 0 íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî
∑N

n=−N (f, en)2 → 0. Ëåâàÿ ÷àñòü
èìååò âèä

N∑
n=−N

(f, en)2 =
N∑

n=−N

1√
2π

∫ 2π

0
f(t)e−int dt =

1√
2π

∫ 2π

0
f(t)

N∑
n=−N

e−int dt =

=
1√
2π

∫ 2π

0
f(t)eiNt 1− e−it(2N+1)

1− e−it
dt =

1√
2π

∫ 2π

0

f(t)
1− e−it

(eiNt − e−it(N+1)) dt =

= (h, e−N )2 − (h, eN+1)2.

÷òî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè N →∞, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ

h(t) =
f(t)

1− e−it

âõîäèò â R2[0, 2π], èáî îíà íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà íà (0, 2π); ïîñëåäíåå âû-
òåêàåò èç îãðàíè÷åííîñòè f(t)/t = (f(t) − f(0))/t è îöåíêè 1/|1 − eit| 6 c/t â
îêðåñòíîñòè íóëÿ. �

Êàê è âñÿêîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, R2[0, 2π] (èëè C2[0, 2π]) èìååò ãèëüáåð-
òîâî ïîïîëíåíèå. Îäíàêî ýòî ïîïîëíåíèå L2[0, 2π] ìîæíî ðåàëèçîâàòü íå ïðîñòî
êàê àáñòðàêòíîå ïîïîëíåíèå, íî èìåííî êàê ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà [0, 2π] �
ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì ïî Ëåáåãó.


