
Àëãåáðà, ñåìèíàð 18�22 ÿíâàðÿ: A5

1. a) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò äåéñòâèé ãðóïïû Z/6Z íà ìíîæåñòâå {1, 2, 3, 4, 5}?
b) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X , íà êîòîðîì äåéñòâóåò
êîíå÷íàÿ ãðóïïà G , âûïîëíåíî |îðáèòà a| · |ñòàáèëèçàòîð a| = |G| .

2. a) Ïóñòü aG = {gag−1 | g ∈ G} è aG = {g ∈ G | ag = ga} � êëàññ ñîïðÿæåííîñòè è öåíòðàëè-
çàòîð ýëåìåíòà a ∈ G , òîãäà |G| = |aG| · |aG| .
b) Ïîäãðóïïà N ⊂ G èíäåêñà 2 íîðìàëüíà, è äëÿ êàæäîãî a ∈ N êëàññ ñîïðÿæåííîñòè aN

ñîâïàäàåò ñ aG ïðè óñëîâèè aG 6⊂ N , à èíà÷å ñîäåðæèò âäâîå ìåíüøå ýëåìåíòîâ, ÷åì aG .

3. a) Îïèøèòå êëàññû ñîïðÿæåííîñòè â A5 .
b) Äîêàæèòå, ÷òî A5 ïðîñòà.

4. a) Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñòàíîâêè (1, 2, 3, 4, 5) è ((2, 5), (3, 4)) ïîðîæäàþò â A5 ïîäãðóïïó, èçî-
ìîðôíóþ D10 . Ñêîëüêî ó íåå ñîïðÿæåííûõ ïîäãðóïï?
b) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ïàðà ïåðåñòàíîâîê ïîðÿäêà 2 â A5 ïîðîæäàåò ïîäãðóïïó, èçîìîðô-
íóþ V4 , S3 èëè D10 . Ñêîëüêî ó êàæäîé èç íèõ ñîïðÿæåííûõ ïîäãðóïï?
c) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ïàðà ïåðåñòàíîâîê ïîðÿäêîâ 3 è 5 â A5 ïîðîæäàåò A5 .
d) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ïàðà ïåðåñòàíîâîê ïîðÿäêîâ 2 è 3 â A5 ïîðîæäàåò ïîäãðóïïó,
èçîìîðôíóþ S3 , A4 èëè A5 . Ñêîëüêî ó êàæäîé èç íèõ ñîïðÿæåííûõ ïîäãðóïï?
e) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ïàðà ïåðåñòàíîâîê ïîðÿäêîâ 2 è 5 â A5 ïîðîæäàåò ïîäãðóïïó, èçî-
ìîðôíóþ D10 èëè A5 .

5. a) Ïóñòü G � ãðóïïà ïîðÿäêà n , è H ⊂ Gk = G× . . .×G︸ ︷︷ ︸
k

ñîñòîèò èç âñåõ íàáîðîâ

(x1, . . . , xk) , òàêèõ ÷òî x1 · . . . · xk = e . Íàéäèòå |H| è äîêàæèòå, ÷òî H ñîõðàíÿåòñÿ ïðè
äåéñòâèè ãðóïïû Z/kZ íà Gk öèêëè÷åñêèìè ïåðåñòàíîâêàìè êîîðäèíàò.
b) Äîêàæèòå òåîðåìó Êîøè: åñëè ïðîñòîå ÷èñëî p äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû G , òî â G åñòü
ýëåìåíò ïîðÿäêà p . (Ïîäñêàçêà: äîêàæèòå îò ïðîòèâíîãî, ÷òî íåêîòîðûå èç îðáèò âûøåîïè-
ñàííîãî äåéñòâèÿ ïðè k = p ñîñòîÿò èç îäíîãî ýëåìåíòà.)
c) Äîêàæèòå, ÷òî â ïðîøëîé çàäà÷å îïèñàíû âñå ïîäãðóïïû ãðóïïû A5 , êðîìå öèêëè÷åñêèõ.

6.×Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà Q8 íå âêëàäûâàåòñÿ â Sn ïðè n < 8 .


