
Àëãåáðà, ëèñòîê 6 (íåîáÿçàòåëüíûé, êðàéíèé ñðîê ñäà÷è � 2 ôåâðàëÿ)

Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç Mn(R) îáîçíà÷àåòñÿ êîëüöî ìàòðèö ðàìåðà n×n íàä êîëüöîì R , ÷åðåç
GL(n,R) � åãî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà, à ÷åðåç SL(n,R) � åå ïîäãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç
ìàòðèö ñ åäèíè÷íûì îïðåäåëèòåëåì.

1. a) Îòîæäåñòâèòå GL(n,K) ñ ãðóïïîé ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà
ðàçìåðíîñòè n íàä ïîëåì K , îïèøèòå åå öåíòð Z (ò.å. ìíîæåòâî âñåõ ýëåìåíòîâ, êîììóòè-
ðóþùèõ ñ êàæäûì ýëåìåíòîì íðóïïû).
b) Ïîêàæèòå, ÷òî SL(n,K) è Z � íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû GL(n,K) , ïðè÷åì GL(n,K) ìîæåò
áûòü êàê èçîìîðôíà, òàê è íå èçîìîðôíà èõ ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ.
c) Ïîêàæèòå, ÷òî êîëüöî Mn(K) íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ (äâóõñòîðîííèõ) èäåàëîâ.

Îáîçíà÷èì ôàêòîðû GL(n,R)/Z è SL(n,R)/Z ÷åðåç PGL(n,R) è PSL(n,R) ñîîòâåòñòâåí-
íî.

2. a) Ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî PV ðàçìåðíîñòè k íàä ïîëåì K � ìíîæåñòâî îäíîìåðíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V ðàçìåðíîñòè k+ 1 íàä K . Åãî ïðåîáðàçîâàíèå
íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíûì, åñëè èíäóöèðóåòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì V . Îòîæäåñòâèòå
PGL(k + 1,K) ñ ãðóïïîé ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé PKk .
b) Óñòàíîâèòå èçîìîðôèçì ìåæäó ãðóïïàìè PGL(2,Fq) è Sq+1 ïðè q = 2, 3 .
c) Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ â PGL(k + 1,K)?
d) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðÿìîé KP1 çàäàåòñÿ îáðàçàìè òðåõ òî÷åê.
e) Óñòàíîâèòå èçîìîðôèçì ìåæäó ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé PGL(2,K)
è ãðóïïîé äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé f : K ∪ {∞} → K ∪ {∞}, f(x) = ax+b

cx+d
.

f) Ñòðóêòóðîé ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé FnP1 íà ìíîæåñòâå {0, 1, . . . , n} íàçûâàåòñÿ áèåêöèÿ f :
{0, 1, . . . , n} → FnP1 . Ñòðóêòóðû f è g íàçûâàþòñÿ îäèíàêîâûìè, åñëè fg−1 � ïðîåêòèâíîå
ïðåîáðàçîâàíèå. Ñêîëüêî ðàçíûõ ñòðóêòóð ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé íà ìíîæåñòâå {0, 1, . . . , n}?
g) Ïóñòü f : S6 → S6 � ãîìîìîðôèçì, ïåðåâîäÿùèé ïåðåñòàíîâêó ìíîæåñòâà {0, 1, 2, 3, 4, 5}
â ñîîòâåòñòâóþùóþ ïåðåñòàíîâêó øåñòè âîçìîæíûõ ñòðóêòóð ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé F5P1 íà
ýòîì ìíîæåñòâå. Íàéäèòå f ((12)(34)(56)) .
h) Äîêàæèåòå, ÷òî f � ýòî àâòîìîðôèçì S6 , è ÷òî îí âíåøíèé (ò.å. íå âíóòðåííèé).
i)x Äîêàæèòå, ÷òî âñå îñòàëüíûå àâòîìîðôèçìû ñèììåòðè÷åñêèõ ãðóïï � âíóòðåííèå.

Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç SO(n,F) îáîçíà÷àåòñÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà Fn , ïðè-
íàäëåæàùèõ SL(n,F) è ñîõðàíÿþùèõ åâêëèäîâó íîðìó n(x1, . . . , xn) =

∑
i x

2
i .

3. a) Ïîêàæèòå, ÷òî SO(n,F) èçîìîðôíà ãðóïïå îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö {A |AAT = E} .
b) Ïîêàæèòå, ÷òî äåéñòâèå êâàòåðíèîíîâ íà ñåáå âíóòðåííèìè àâòîìîðôèçìàìè ñîõðàíÿåò
ïðîñòðàíñòâî êâàòåðíèîíîâ áåç âåùåñòâåííîé ÷àñòè ñî ñòàíäàðòíîé íîðìîé. Ïîñòðîéòå ñ
ïîìîùüþ ýòîãî çàìå÷àíèÿ ñþðúåêöèþ H× → SO(3,R) è íàéäèòå åå ÿäðî.
c) Ïîêàæèòå, ÷òî äåéñòâèå GL(2,K) íà ñåáå âíóòðåííèìè àâòîìîðôèçìàìè ñîõðàíÿåò ïðî-
ñòðàíñòâî áåññëåäíûõ ìàòðèö ñ íîðìîé n(X) = tr(X2) . Äëÿ ïîëåé K , â êîòîðûõ åñòü

√
−1 ,

ïîñòðîéòå ñ ïîìîùüþ ýòîãî çàìå÷àíèÿ èçîìîðôèçì PSL(2,K)→ SO(3,K) .
d) Ïîêàæèòå, ÷òî âðàùåíèÿ äîäåêàýäðà ñîäåðæàòñÿ â SO(3,Z[1

2
,
√
5]) , ïîñòðîéòå ñþðúåêöèþ

êîëåö Z[1
2
,
√
5]→ F5 , è ñ åå ïîìîùüþ âëîæèòå ãðóïïó ñèììåòðèé äîäåêàýäðà â SO(3,F5) .

e) Îòîæäåñòâèâ ñèììåòðèè äîäåêàýäðà ñ A5 , ïîñòðîéòå èçîìîðôèçìû PSL(2,F5) ñ A5 è
PGL(2,F5) ñ S5 .


