
Àëãåáðà, ëèñòîê 5 (êðàéíèé ñðîê ñäà÷è � 2 ôåâðàëÿ)

1. a) Äîêàæèòå, ÷òî Sn ïîðîæäàåòñÿ ïåðåñòàíîâêàìè (1, 2) è (1, 2, . . . , n) .
b) Äîêàæèòå, ÷òî An ïîðîæäàåòñÿ ïåðåñòàíîâêàìè (1, 2, 3), (1, 2, 4), . . . , (1, 2, n) .
c) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n ≥ 5 ãðóïïà An ïîðîæäàåòñÿ ïåðåñòàíîâêàìè âèäà (ij)(kl) . ×òî
ïðîèñõîäèò ïðè n = 4?

2. a) Ïóñòü σ � ÷åòíàÿ ïåðåñòàíîâêà, π � íå÷åòíàÿ ïåðåñòàíîâêà, êîììóòèðóþùàÿ ñ σ . Äî-
êàæèòå, ÷òî σ òîãäà ñîäåðæèò ëèáî öèêë ÷åòíîé äëèíû, ëèáî äâà öèêëà ðàâíîé íå÷åòíîé
äëèíû.
b) Äîêàæèòå îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè σ ∈ An ðàñêëàäûâàåòñÿ íà öèêëû ðàçëè÷íîé
íå÷åòíîé äëèíû, òî íèêàêàÿ íå÷åòíàÿ ïåðåñòàíîâêà ñ íåé íå êîììóòèðóåò.

3. a) Ïîëüçóÿñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé, îïèøèòå êëàññû ñîïðÿæåííîñòè â ãðóïïå An .
b) Êàê ñâÿçàíî ÷èñëî ýëåìåíòîâ â êëàññå ñîïðÿæåííîñòè äàííîé ïåðåñòàíîâêè â Sn è An?

4. a) Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà A5 ïðîñòà, ò.å. íå ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï.
b)x Äîêàæèòå ïðîñòîòó ãðóïïû An ïðè n ≥ 5 .
c)x Ïîëüçóÿñü ïðåäûäóùèì ïóíêòîì, ïåðå÷èñëèòå âñå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû â Sn, n ∈ N .
Íàïîìíèì, ÷òî äåéñòâèåì ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçì èç G â
ãðóïïó ïåðåñòàíîâîê X , ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ îáðàçà g ∈ G ïðè ýòîì ãîìîìîðôèçìå ê
ýëåìåíòó x ∈ X îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç gx , à îðáèòîé è ñòàáèëèçàòîðîì ýëåìåíòà x ∈ X
íàçûâàþòñÿ ìíîæåñòâà Gx = {gx | g ∈ G} è Stab(x) = {g ∈ G | gx = x} ñîîòâåòñòâåííî.

5. a) Ãðóïïà G äåéñòâóåò íà X äâóìÿ ñïîñîáàìè, ïðè÷åì îðáèòû è ñòàáèëèçàòîðû êàæäîãî
ýëåìåíòà x ∈ X ïðè ýòèõ äåéñòâèÿõ îäèíàêîâû. Ïðàâäà ëè, ÷òî ýòè äâà äåéñòâèÿ ñîâïàäàþò?
b) Ïðàâäà ëè, ÷òî îíè ñîâìåùàþòñÿ íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêîé ýëåìåíòîâ X ?
c) Äâå ãðóïïû äåéñòâóþò íà X òàê, ÷òî ó êàæäîãî ýëåìåíòà x ∈ X îðáèòû äâóõ äåéñòâèé
ñîâïàäàþò, à ñòàáèëèçàòîðû èçîìîðôíû. Ïðàâäà ëè, ÷òî ãðóïïû èçîìîðôíû?
d) Äîêàæèòå, ÷òî |G| = |Gx| · |Stab(x)| .
e) Äîêàæèòå, ÷òî êëàññû ñîïðÿæåííîñòè ãðóïïû G � ýòî îðáèòû åå äåéñòâèÿ íà ñåáå âíóò-
ðåííèìè àâòîìîðôèçìàìè (ýëåìåíò a ∈ G äåéñòâóåò îòîáðàæåíèåì fa : G → G, fa(g) =
a−1ga), è ÷òî âíóòðåííèå àâòîìîðôèçìû � äåéñòâèòåëüíî àâòîìîðôèçìû ãðóïïû.
f) Ïåðå÷èñëèòå âñå êîíå÷íûå ãðóïïû, â êîòîðûõ íå áîëåå òðåõ êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè.
g) Äîêàæèòå, ÷òî êîíå÷íàÿ ãðóïïà íå ìîæåò îêàçàòüñÿ îáúåäèíåíèåì êëàññîâ ñîïðÿæåííî-
ñòè ýëåìåíòîâ ñâîåé ñîáñòâåííîé ïîäãðóïïû. h) À áåñêîíå÷íàÿ ìîæåò.
i) Äîêàæèòå ôîðìóëó Áåðíñàéäà: ïóñòü ïðè äåéñòâèè êîíå÷íîé ãðóïïû G êàæäûé ýëåìåíò
g ∈ G îñòàâëÿåò íà ìåñòå ng òî÷åê, òîãäà ÷èñëî îðáèò ýòîãî äåéñòâèÿ ðàâíî

∑
g∈G ng/|G| .

j) Åñëè êîíå÷íàÿ ãðóïïà äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî è íåòðèâèàëüíî, òî íåêîòîðûé åå ýëåìåíò
äåéñòâóåò áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê. k) À äëÿ áåñêîíå÷íîé ãðóïïû ýòî íå âåðíî.

6. a) Äîêàæèòå, ÷òî â ãðóïïå Z/mZ ðîâíî ϕ(d) (ôóíêöèÿ Ýéëåðà) ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà d|m .
b) Äîêàæèòå, ÷òî

∑
d|m ϕ(d) = m .

Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà êîëüöà (R,+, ·) � ýòî R× = ({îáðàòèìûå ýëåìåíòû R}, ·) .
7. a) Äîêàæèòå, ÷òî R×1 ×R×2 = (R1 × R2)

× .
b) Ïóñòü ïîëå K ñîñòîèò èç n ýëåìåíòîâ, îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ(d) ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà d
â ãðóïïå K× . Äîêàæèòå, ÷òî ψ(d) 6 ϕ(d) ïðè d|n− 1 .
c) Äîêàæèòå, ÷òî

∑
d|n−1 ψ(d) = n− 1 .

d) Äîêàæèòå, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà êîíå÷íîãî ïîëÿ öèêëè÷åñêàÿ.
e) Äîêàæèòå, ÷òî êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà ìóëüòïëèêàòèâíîé ãðóïïû ëþáîãî ïîëÿ öèêëè÷åñêàÿ.
Ïîêàæèòå, ÷òî ýòî íåâåðíî äëÿ íåàññîöèàòèâíûõ ïîëåé (êîëåö ñ äåëåíèåì).
f)x Äîêàæèòå, ÷òî (Z/pmZ)× öèêëè÷åñêàÿ ïðè âñåõ ïðîñòûõ p êðîìå ñëó÷àÿ p = 2, m > 2 .
g) Âûâåäèòå èç ðåçóëüòàòà ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ÷òî (Z/nZ)× öèêëè÷åñêàÿ åñëè è òîëüêî
åñëè n = 1, 2, 4, pm èëè 2pm äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî p > 2 . Îáðàçóþùèå ýòîé öèêëè÷åñêîé
ãðóïïû íàçûâàþòñÿ ïðèìèòèâíûìè êîðíÿìè ïî ìîäóëþ n .


