
Çàäà÷è ïî ãðóïïàì è àëãåáðàì Ëè, ñåìåñòð 2, ëèñòîê 3. Êàòåãîðèÿ O è
ôîðìóëà Âåéëÿ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè �10� ïî äàííîìó ëèñòêó íàäî ñäàòü 80% ïóíêòîâ çàäà÷ áåç çâåçäî÷êè. Ïóíêò
ñî çâåçäî÷êîé çàìåíÿåò 2 ïóíêòà áåç çâåçäî÷êè. Ñëåäóþùèé ëèñòîê áóäåò âûäàí 29 ôåâðàëÿ.

Â ýòîì ëèñòêå g = gln . Çàôèêñèðóåì ñòàíäàòíûé áàçèñ eij èç ìàòðè÷íûõ åäèíèö â g = gln . Îïðåäåëèì
ïîäàëãåáðû h êàê ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ýëåìåíòîâ eii (ýòî àáåëåâà ïîäàëãåáðà, íàçûâàåìàÿ ïîäàëãåáðîé

Êàðòàíà), n− � êàê ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ýëåìåíòîâ eij , i > j , n+ � êàê ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ýëåìåíòîâ
eij , i < j . Èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ ñóììó âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ g = n− ⊕ h⊕ n+ .
Êàòåãîðèåé O íàçûâàåòñÿ êàòåãîðèÿ g-ìîäóëåé V , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

(1) V êîíå÷íî ïîðîæäåí êàê U(g)-ìîäóëü.
(2) Ïîäàëãåáðà h ⊂ g äåéñòâóåò íà V ïîëóïðîñòî, ò.å. V =

⊕
λ∈h∗

V (λ) , ãäå

∀v ∈ V (λ) ∀x ∈ h xv = λ(x)v.

(3) Ïîäàëãåáðà n+ äåéñòâóåò íà V ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíî, ò.å.

∀v ∈ V ∃N ∈ Z>0 ∀x1, . . . , xN ∈ n+ x1 · . . . · xNv = 0.

Îïðåäåëèì ðåøåòêó âåñîâ X ⊂ h∗ êàê ìíîæåñòâî òàêèõ λ ∈ h∗ , ÷òî λi := λ(eii) ∈ Z . Îïðåäåëèì ðå-

øåòêó êîðíåé Y ⊂ h∗ êàê ðåøåòêó, ïîðîæäåííóþ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ h
íà g . Íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîëóãðóïïà Y+ ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ â Y , îïðåäåëÿåìàÿ êàê àäèòèâíàÿ ïîëó-
ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ âñåìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ h íà n+ . Íàì òàêæå
ïîíàäîáèòñÿ ïîëóãðóïïà ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ â X (äîìèíàíòíûõ âåñîâ), X+ := {λ ∈ X | λi ≥ λi+1, i =
1, 2, . . . , n− 1} .
×àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà h∗ çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: λ ≥ µ åñëè λ− µ ∈ Y+ .

1. à) Îïèøèòå ÿâíî Y è Y+ . á) Ïîêàæèòå, ÷òî ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà h∗ îïðåäåëåí êîððåêòíî.

2. à) Âåðíî ëè, ÷òî âñÿêèé êîíå÷íîìåðíûé gln -ìîäóëü ëåæèò â êàòåãîðèè O? Äîêàæèòå, ÷òî ýòî òàê äëÿ êî-
íå÷íîìåðíûõ sln -ìîäóëåé. á)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ìîäóëÿ V èç êàòåãîðèè O âñå âåñîâûå ïîäïðîñòðàí-
ñòâà V (λ) êîíå÷íîìåðíû. â)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ìîäóëÿ V èç êàòåãîðèè O ìíîæåñòâî òàêèõ λ ∈ h∗ ,
÷òî V (λ) ̸= 0 , îãðàíè÷åíî ñâåðõó îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà h∗ êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ
èç h∗ .

Íàì â äàëüíåéøåì ïîíàäîáèòñÿ ïîïîëíåííàÿ âåðñèÿ êàòåãîðèè O , â êîòîðîé óñëîâèå êîíå÷íîé ïîðîæäåí-
íîñòè çàìåíåíî íà óñëîâèÿ 2á)-2â). Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà, ìû áóäåì ðàáîòàòü èìåííî ñ ýòîé (ïîïîë-
íåííîé) êàòåãîðèåé, è áóäåì èìåííî åå îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì O (íî â ýòîì ëèñòêå íà ñàìîì äåëå ýòî ïîêà åùå
íå î÷åíü âàæíî).

3. à) Ïóñòü V � g-ìîäóëü èç êàòåãîðèè O . Õàðàêòåðîì ìîäóëÿ V íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíûé ðÿä îò ïå-
ðåìåííûõ t1, . . . , tn , îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèì îáðàçîì: χV (t) :=

∑
λ∈h∗

tλ dimV (λ) , ãäå äëÿ λ = (λ1, . . . , λn)

ñèìâîëîì tλ îáîçíà÷àåòñÿ tλ1
1 · . . . · tλn

n . Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0 −→ U −→ V −→
W −→ 0 èìååì χV (t) = χU (t) + χW (t) . á) Äîêàæèòå, ÷òî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîäóëåé èç êàòåãîðèè
O ñíîâà ëåæèò â êàòåãîðèè O è χU⊗V (t) = χU (t)χV (t) .

4. à) Íà àëãåáðå Ëè n− äåéñòâóåò àëãåáðà Ëè h îïåðàòîðàìè adx, x ∈ h . Äîêàæèòå, ÷òî ýòî äåéñòâèå
îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ äî äåéñòâèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿìè íà ñèììåòðè÷åñêîé àëãåáðå S(n−) è íà
U(n−) . á) Äîêàæèòå, ÷òî ýòî äåéñòâèå ïîëóïðîñòî è âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà êîíå÷íîìåðíû. â) Äîêàæèòå,
÷òî õàðàêòåð S(n−) ðàâåí 1∏

i>j
(1−tit

−1
j )

. Óêàçàíèå: íàéäèòå âñå ñîâìåñòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ h íà

ïðîñòðàíñòâå n− . ã) Äîêàæèòå, ÷òî õàðàêòåð U(n−) òîæå ðàâåí
1∏

i>j
(1−tit

−1
j )

. Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü

òåîðåìîé ÏÁÂ.

5. à) Äîêàæèòå, ÷òî ìîäóëü Âåðìà ëåæèò â êàòåãîðèè O . á) Íàéäèòå õàðàêòåð ìîäóëÿ Âåðìà ñî ñòàðøèì
âåñîì λ . Óêàçàíèå: îí ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ tλ íà õàðàêòåð U(n−) .



6. à) Äîêàæèòå, ÷òî ìîäóëü Âåðìà èìååò åäèíñòâåííûé íàèáîëüøèé (ïî âêëþ÷åíèþ) ñîáñòâåííûé ïîä-
ìîäóëü. Óêàçàíèå: ýòî ñóììà âñåõ ïîäìîäóëåé, íå ñîäåðæàùèõ ñòàðøåãî âåêòîðà. á) Òàêèì îáðàçîì, îïðå-
äåëåí íàèìåíüøèé ôàêòîðìîäóëü ìîäóëÿ Âåðìà. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìèíèìàëüíûé ôàêòîð ìîäóëÿ Âåðìà
Mλ êîíå÷íîìåðåí òî λ ∈ X+ + CE , ãäå E = (1, . . . , 1) . Óêàçàíèå: äëÿ êàæäîé èç sl2 -òðîåê e = eij , h =
eii−ejj , f = eji , ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè sl2 , ïîðîæäåííîå èç ñòàðøåãî âåêòîðà, äîëæíî áûòü êîíå÷íîìåð-
íûì. â∗ ) Äîêàæèòå, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå.

7. à) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé íåïðèâîäèìûé g-ìîäóëü èç êàòåãîðèè O ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì
íåêîòîðîãî ìîäóëÿ Âåðìà Mλ . Óêàçàíèå: â ëþáîì òàêîì ìîäóëå åñòü îñîáûé âåêòîð. á) Äîêàæèòå, ÷òî
âñå íåïðèâîäèìûå ìîäóëè èç êàòåãîðèè O ñ äàííûì ñòàðøèì âåñîì èçîìîðôíû. â∗ ) Äîêàæèòå, ÷òî
âñÿêîå êîíå÷íîìåðíîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ëè G = GLn èìååò âèä Vλ , ãäå λ ∈ X+ .

8. à) Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû U(g) äåéñòâóåò íà ìîäóëÿõ èç êàòå-
ãîðèè O , ñîõðàíÿÿ âåñîâîå ðàçëîæåíèå. á) Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì ìîäóëå èç êàòåãîðèè O ñîâìåñòíûå
êîðíåâûå ïðîñòðàíñòâà îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ ZU(g) ÿâëÿþòñÿ ïîäìîäóëÿìè. Òàêèì îáðàçîì, âñÿêèé ìî-
äóëü èç êàòåãîðèè O ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó g-ïîäìîäóëåé ïî ñîâìåñòíûì ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèÿì ýëåìåíòîâ ZU(g) . â)Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íà ìîäóëÿõ U è V êàêîé-íèáóäü öåíòðàëüíûé ýëåìåíò U(g)
äåéñòâóåò ñ ðàçëè÷íûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, òî ìåæäó ìîäóëÿìè U è V íå ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëü-
íûõ ãîìîìîðôèçìîâ è ðàñøèðåíèé.

Íàïîìíèì, ÷òî â ïðîøëîì ëèñòêå áûë îïðåäåëåí èíúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì Õàðèø-×àíäðû ψ : ZU(g) −→
C[h∗] , òàêîé, ÷òî äëÿ âñÿêîãî z ∈ ZU(g) çíà÷åíèå ψ(z)(λ) åñòü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå z íà ìîäóëå Mλ .
Òàêèì îáðàçîì, êàòåãîðèÿ O ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ñîâìåñòíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ýëåìåíòîâ öåíòðà U(g)
â ïðÿìóþ ñóììó ïîäêàòåãîðèé. Ïðÿìîå ñëàãàåìîå Oλ (ãäå λ ∈ h∗ ) ïî îïðåäåëåíèþ ñîñòîèò èç òàêèõ ìîäóëåé
èç êàòåãîðèè O , íà êîòîðûõ âñÿêèé ýëåìåíò z ∈ ZU(g) äåéñòâóåò (âîçìîæíî, íå ïîëóïðîñòî) ñ åäèíñòâåííûì
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ψ(z)(λ) (â ÷àñòíîñòè, Oλ = Oσ·λ äëÿ ëþáîãî σ ∈ Sn ).

9. à) Ïîêàæèòå, ÷òî ìîäóëè Mσ·λ , ãäå σ ∈ Sn , ëåæàò â êàòåãîðèè Oλ . á) Ïîêàæèòå, ÷òî îñîáûå âåêòîðû
â g-ìîäóëå èç êàòåãîðèè Oλ íå ìîãóò èìåòü âåñîâ, îòëè÷íûõ îò σ ·λ äëÿ σ ∈ Sn . â) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ
òàêèõ λ , ÷òî λi − λj ̸∈ Z , âñÿêèé îáúåêò â êàòåãîðèè Oλ åñòü ïðÿìàÿ ñóììà íåñêîëüêèõ êîïèé Mσ·λ . Â
÷àñòíîñòè, âñÿêèé íåðàçëîæèìûé îáúåêò ýòîé êàòåãîðèè íåïðèâîäèì, ò.å. êàòåãîðèÿ ïîëóïðîñòà. ã∗ ) Â
êàêèõ åùå ñëó÷àÿõ ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî êàòåãîðèÿ Oλ ïîëóïðîñòà?

10. à) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé ìàêñèìàëüíûé (îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà) âåñ, âñòðå÷àþùèéñÿ â
g-ìîäóëå V èç êàòåãîðèè Oλ , ðàâåí σ · λ äëÿ íåêîòîðîãî σ ∈ Sn . á) Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ìîäóëÿ
g-ìîäóëÿ V èç êàòåãîðèè Oλ ñ ìàêñèìàëüíûì âåñîì λ ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −→ U −→Mλ ⊕ . . .⊕Mλ −→ V −→W −→ 0,

òàêàÿ, ÷òî ìîäóëè U,W òîæå ëåæàò â êàòåãîðèè Oλ è U(λ) =W (λ) = 0 . â)Äîêàæèòå, ÷òî õàðàêòåð âñÿêî-
ãî g-ìîäóëÿ V èç êàòåãîðèè Oλ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé õàðàêòåðîâ ìîäóëåé Âåðìà èç êàòåãî-
ðèè Oλ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü ïóíêòàìè à)-á) è èíäóêöèåé ïî
÷àñòè÷íîìó ïîðÿäêó íà âåñàõ.

11. à)Äîêàæèòå, ÷òî õàðàêòåð âñÿêîãî êîíå÷íîìåðíîãî g-ìîäóëÿ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì ïîëèíîìîì Ëî-
ðàíà îò t = (t1, . . . , tn) . á) Äîêàæèòå, ÷òî õàðàêòåð ëþáîãî êîíå÷íîìåðíîãî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëå-

íèÿ àëãåáðû Ëè g èìååò âèä P (t)∏
i>j

(tj−ti)
, ãäå P (t) � êîñîñèììåòðè÷åñêèé ïîëèíîì Ëîðàíà. â) Äîêàæèòå,

÷òî êîýôôèöèåíò tλ+ρ â ìíîãî÷ëåíå P (t) ðàâåí 1 (çäåñü ρ = (n−1, n−2, . . . , 0)). ã)Äîêàæèòå, ÷òî åñëè êî-
ýôôèöèåíò ïðè tµ â ìíîãî÷ëåíå P (t) íå ðàâåí íóëþ, òî µ = σ(λ+ρ) äëÿ íåêîòîðîãî σ ∈ Sn è êîýôôèöèåíò
ðàâåí (−1)σ . ä) Äîêàæèòå ôîðìóëó Âåéëÿ äëÿ õàðàêòåðà:

χVλ
(t) =

∑
σ∈Sn

(−1)σtσ(λ+ρ)∏
i>j

(tj − ti)
.


