
Òåîðèÿ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî � 2016
Ëèñòîê 4

ñðîê ñäà÷è 09.04.2016

1. Ïóñòü D � ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü, γ ⊂ D � ãëàäêàÿ êðèâàÿ, f � ôóíêöèÿ, ãîëî-
ìîðôíàÿ â D \ γ è íåïðåðûâíàÿ â D. Äîêàæèòå, ÷òî f ãîëîìîðôíà â D.

2. Ïîñòðîéòå ìåðîìîðôíóþ ôóíêöèþ â C, êîòîðàÿ íå ïðèíèìàåò ðîâíî äâà çíà÷åíèÿ
a, b ∈ C.

3. Ñóùåñòâóåò ëè êîíôîðìíàÿ áèåêöèÿ f : U → U (U � åäèíè÷íûé êðóã), òàêàÿ, ÷òî
f(0) = 1

2
è f(1

2
) = 7

8
?

4. Ôèêñèðóåì τ ∈ C è α, β ∈ R òàêèå, ÷òî Im τ > 0, 0 ≤ α, β < 1. Äëÿ ëþáî-
ãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 1 ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Θ

(n)
α,β öåëûõ ôóíêöèé,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

f(z + 1) = e2πiαf(z) , f(z + τ) = e−πinτ−2πinz−2πiβf(z).

Îíè íàçûâàþòñÿ òåòà-ôóíêöèÿìè ïîðÿäêà n ñ õàðàêòåðèñòèêàìè α, β.

à) Äîêàæèòå, ÷òî dimΘ
(n)
α,β = n.

á) Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî Θ
(n)+
0,0 ⊂ Θ

(n)
0,0 ÷åòíûõ òåòà-ôóíêöèé ñ íóëåâû-

ìè õàðàêòåðèñòèêàìè; äîêàæèòå, ÷òî dimΘ
(n)+
0,0 =

1

2
(n+ 2) äëÿ ÷åòíûõ n è

1

2
(n+ 1) äëÿ íå÷åòíûõ.

5. Ôèêñèðóåì τ ∈ C òàêîå, ÷òî Im τ > 0, è îïðåäåëèì ôóíêöèþ θ1(z|τ) ðÿäîì

θ1(z|τ) = −
∑
k∈Z

eπiτ(k+
1
2
)2+2πi(k+ 1

2
)(z+ 1

2
)

(äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ïèñàòü θ1(z|τ) = θ1(z)).

à) Äîêàæèòå, ÷òî θ1(z) ∈ Θ
(1)
1/2,1/2, ò.å.

θ1(z + 1|τ) = −θ1(z|τ), θ1(z + τ |τ) = −e−πiτ−2πizθ1(z|τ).

á) Äîêàæèòå, ÷òî íóëè ôóíêöèè θ1(z) ïðîñòûå è ðàñïîëîæåíû â òî÷êàõ
N +Mτ , N,M ∈ Z.

â) Ïðè êàêèõ ñîîòíîøåíèÿõ íà ïàðàìåòðû ai, bi ∈ C ôóíêöèÿ

f(z) =
θ1(z − a1) θ1(z − a2) . . . θ1(z − am)

θ1(z − b1) θ1(z − b2) . . . θ1(z − bn)

áóäåò äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîé â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè?



ã) Äîêàæèòå òîæäåñòâî

θ1(v + y)θ1(v − y)θ1(z + u)θ1(z − u)− θ1(u+ y)θ1(u− y)θ1(z + v)θ1(z − v)

+ θ1(u+ v)θ1(u− v)θ1(z + y)θ1(z − y) = 0

(Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî θ1(z + a)θ1(z − a) ∈ Θ
(2)
0,0.)

ä) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ θ1(z) ðàçëàãàåòñÿ â áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå

θ1(z) = 2q
1
4 sin(πz)

∞∏
n=1

(1− q2n)(1− q2ne2πiz)(1− q2ne−2πiz) ,

ãäå q = eπiτ .
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