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1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a è
èìååò â òî÷êå a ïîëþñ, òî a � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà äëÿ ôóíêöèè ef .

2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a è Im f(z) > 0
âñþäó â ýòîé îêðåñòíîñòè. Êàêîãî òèïà îñîáåííîñòü ìîæåò áûòü â òî÷êå a?

3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíî è âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò âíåøíîñòü åäè-
íè÷íîãî êðóãà |z| > 1 íà íåêîòîðóþ îáëàñòü D ⊂ C è èìååò ðàçëîæåíèå â ðÿä
Ëîðàíà âèäà

f(z) = z +
c1
z
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c2
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+
c3
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+ . . .

Äîêàæèòå, ÷òî
∞∑
n=1

n|cn|2 ≤ 1 è óêàæèòå ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ýòîãî íåðàâåíñòâà.

4. Âû÷èñëèòå ñëåäóþùèå èíòåãðàëû, èñïîëüçóÿ âû÷åòû:

à)
∫ ∞

−∞

x2pdx

1 + x2n
, ãäå n, p ∈ N, 0 ≤ p ≤ n− 1,

á)
∫ 2π

0

dφ

(a+ b cosφ)2
ïðè a > b > 0,

â)
∫ ∞

0

sin2 x

x2
dx ,

ã)
∫ ∞

0

sin x

x(x2 + a2)2
dx ,

5. Ïóñòü D ∈ C � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ãëàäêîé êðèâîé γ = ∂D, è
w(z) � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ, âçàèìíî-îäíîçíà÷íî îòîáðàæàþùàÿ D̄ íà çàìûêà-
íèå åäèíè÷íîãî êðóãà {w : |w| ≤ 1}.

à) Âûðàçèòå åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé è íîðìàëüíûé âåêòîðû ê êðèâîé γ â òî÷-
êàõ z ∈ ∂D ÷åðåç ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ w(z) è w′(z) (êàñàòåëüíûé âåêòîð
íàïðàâëåí ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, à íîðìàëüíûé � âî âíåøíîñòü îáëàñòè
D),

á) Âûðàçèòå êðèâèçíó êðèâîé γ ÷åðåç ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ w, w′, w′′.

6. Ïðîèçâîäíîé Øâàðöà (øâàðöèàíîì) ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè w(z) íàçûâàåòñÿ âû-

ðàæåíèå S(w; z) :=
w′′′(z)

w′(z)
− 3

2
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.

à) Ïðîâåðüòå, ÷òî

S(w; z) = 6 lim
ζ→z

∂

∂z

∂

∂ζ
log

w(z)− w(ζ)

z − ζ



á) Äîêàæèòå, ÷òî S(w; z) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà w(z) � äðîáíî-ëèíåéíàÿ
ôóíêöèÿ.

â) Äîêàæèòå, ÷òî øâàðöèàíû âçàèìíî-îáðàòíûõ ôóíêöèé w(z) è z(w) ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì

S(w; z) + S(z;w)

(
dw

dz

)2

= 0

ã) Ïóñòü w(z) è f(w) � ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè, à F (z) = f(w(z)) � èõ êîì-
ïîçèöèÿ; äîêàæèòå ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ ïðîèçâîäíîé Øâàðöà ñëîæíîé
ôóíêöèè:

S(F ; z) = S(f ;w)

(
dw

dz

)2

+ S(w; z)

2


